Cours 10

Théoréme de Péano, solutions maximales
Plan :

Théoréme de Cauchy-Péano
Solutions maximales

Durée de vie

Solutions globales

1) Théoréme de Cauchy-Péano

Théoréme (Cauchy-Péano)
Soit U € R x R ouvert et f: U — R™ continue. Soit (t9, z0) € U, n, p, M > 0 tels que
K = [to — n,to + 1] x B(zo,p) C Uet:

Hf(tvm)H < M, V(t,ac) € [tO —n,to +77] X E(a}o,p)
Alors Ve < min(n, ﬁ), sur [ty — €, to + €, le probléeme de Cauchy

{w’(t) = f(t,x(t))

w(to) = Xy
admet une solution .

A, lIn'y a pas forcément unicité (cf. exemple cours précédent) :

{w’(t) max(z(t), 0)
z(0)=0

On utilisera le théoréme d'Arzela-Ascoli :

Théoréme (Arzela-Ascoli)
Soient a < b, a,b € R et notons C([a,b],R") = {g : [a,b] — R" continue} muni de || - ||c.
Soit (gn)n>1 Une suite de C([a, b], R") telle que :

Vz € [a,b], la suite (gn(z))n>1 est bornée.
En notant w,(8) = sup{|lg() — g(v)| : l& — y| < 8,2,y € [a,b]}, on a:
Ve > 0,35 >0, supwgy(d) <e

n>1
Alors il existe une sous-suite de (g,,) qui converge uniformément.

Remarque Pour une fonction g, on a g continue <= wy(9) vy 0.

—
Preuve du théoréme de Cauchy-Péano :
Posons K = [to — n,to + 1] x B(zo,p). Soit ¢ < min(n, ). On note t; = to + iz pour0 <i<n+1,
subdivision de [to, o + €] de pas 5.
On construit des points de R™ (z;)o;<, 11 Par récurrence :

Ti1=x; + f(ti,z;) pour0<i<m
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On définit alors X, (t) pour tg < t < to + € par interpolation linéaire.
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On vérifie que V0 < i <n+1, (¢;,z;) € K.
ieM

Pour cela, on montre par récurrence que ||z; — zy|| < T
n

Pouri =0: OK.
e M
Héredité : Si [|z; — zo| < —
n+1

pouri <mn,ona:

3 ieM (t+1)eM
(i, i)l + <

|ziv1 — 2ol| < ||Tip1 — 24| + ||z — 20| < p—— R

Ainsi, V0 <i<n+1, (t,z;) € K.
Pour0<i<nett; <t<t;,onaX)(t) = f(t;z;) donc | X (t)] < M.
On en déduit que X,, est M—lipschitzienne sur [ty,t, + ¢]. De plus, X,,(t,) = o donc (X,,(to))n>1
est bornée. Par Arzela-Ascoli, quitte a extraire, on peut supposer que X,  — X uniformément sur
[to, to + €]
Pour0 <i<mnette[ttis1],0na:

1606 = £, Kol = 1 20) — F(6 X)) <y (5 + M)

£ .
(car [ Xa(t) — zill = [1Xa(t) = Xu(tin)ll < |FE)I - i — 2] < M——), ou

wp(8) = sup {|1£(t,2) — F(u,y)|| |t — ul + |z — ]| <8, (t,2) € K, (u,) € K} —> 0 par uniforme

continuité de f sur K.

Par l'inégalité des accroissements finis, on obtient Vtg <t <ty +¢:

Hxna) —ao— [ Flu, Xo(u)) du

to

3

En passant a la limite lorsque n — oo, par convergence uniforme, on en déduit que Viy < t < tg + ¢,
t

Xt)=z0+ | f(u,X(u))du

to

En dérivant, on obtient une solution sur [ty, ¢y + ¢]. On construit de méme une solution sur [t, — ¢, t,] et
elles se recollent en une solution sur [ty — ¢,t, + €] car les dérivées a droite et a gauche en ¢, sont

f(to,zo)-

Nous allons maintenant passer a I'étude de l'intervalle de définition des solutions du probleme de
Cauchy.

2) Solutions maximales

Soit U C R x R™ ouvert et f : U — R” continue, semi-lipschitzienne.

Définition On dit qu'une solution w : I — R™ du probleme de Cauchy z’(t) = f(t,z(t)) est une solution
maximale (ou non prolongeable) si elle n'a pas de prolongement a un intervalle strictement plus grand,
c'est-a-dire si elle n'est pas la restriction a I d'une solution définie sur un intervalle I’ D 1.



Rappel : Une solution du probleme de Cauchy z'(t) = f(¢,z(t)) est une fonction dérivable
u: I — R" telle que :

I est un intervalle non vide de R, ¢, € I et u(ty) = zg
Vt eI, (t,u(t)) e U
Vi e Iu'(t) = £t u(t))

On va démontrer le résultat suivant :

Théoréme Pour toute donnée initiale (¢, zy) € U, il existe une unique solution maximale u :Jt_,¢,[— R"
définie sur un intervalle ouvert avec u(ty) = z, telle que toute autre solution vérifiant cette condition
initiale est la restriction de u a un sous-intervalle de |t _,¢ .

Cette solution est maximale.

Remarqgue L'intervalle de définition d'une solution maximale est toujours ouvert.

Pour v : I; — R" et v : I, — R™ deux fonctions telles que « = v dans I; N I, leur recollement est |la
fonction u x v : I; U I, — R™ définie par :

(uxv)(t) = {Z((tt)) sit €L

site Iy

La preuve du théoréme repose sur le résultat suivant :
Proposition Soient w : I; — R™ et v : I, — R™ deux solutions du probléme de Cauchy z'(t) = f(¢t, z(t))
définies sur des intervalles ouverts et telles que u(ty) = v(ty) pour un certain ¢ty € I; N I,. Alors :

u =wvsurl;NIs.

Le recollement de u et v est une solution définie sur I; U Is.

Avant les preuves, donnons un exemple.

Exemple

Soit z'(t) = z(t)?, avec f: R x R — R, (¢, z) — z? continue, C!, donc semi-lipschitz.

La solution valant z, en ¢, est z(t) = % Lintervalle maximal de définition de cette solution
(t() — t):l)o +1

est:

}—oo,to—kzio[ sizg >0
1 .

Jto+ 55 +oo[  size <0

R sizg =0

Ty

Vérifions par exemple que si zy > 0, u(t) = sur] — oo, ty + mio[ est maximale.

(to — t)a)o +1
Par I'absurde, si u est solution sur |a, +oo[ avec a < ty + zlo alors u = z sur |tp + 3%0, +oo[ d'aprés la
proposition, et par continuité de v en ¢ty + zio on obtient u (to + Ilo) = lim1 z(t) = oo, absurde.
Ntot 5=

Preuve de la proposition :
On montre que lI'ensemble A := {t € I, N I, : u(t) = v(¢t)} C I; N I, est non vide, ouvert et fermé dans
I, N I,, ce qui implique A = I; N I, par connexité.

A#Dcartye I, NI,.
A est fermé dans I; N I car A = (u — v)1({0}) avec (u — v) continue.

Montrons que A est ouvert dans I; N I. Soitt; € A. Alors t; € I1 N Iz et u(t1) = v(t1) = z1 € R",
(tl,wl) elU.



/ —
Le probléme de Cauchy {i(gt)) o J;(t’ z(t)) admet d'aprés Cauchy-Lipschitz une unique solution
1) — 41

locale définie sur un intervalle [¢; — d,¢; + 6] avec § > 0. Donc par unicité u(t) = w(t) = v(t)
Vt € [ty — 6,t, + 0] et [t; — d,t; + 8] C A. Donc A est ouvert dans I; N 1.

Le fait que le recollement de u et v est une solution est laissé en exercice.

Preuve du théoréme :
Soit I'max 'union de tous les intervalles contenant ¢y sur lesquels le probléme de Cauchy

(*) {xl(t) = f(t7w(t))

z(to) = o
D'aprés Cauchy-Lipschitz, c'est un intervalle ouvert de la forme Iax =]t—, ¢4 ].

admet une solution.

Pour tout ¢ €]t ,t_[, soit u(t) comme la valeur en t de n'importe quelle solution de () définie sur un
intervalle contenant t. La proposition précédente montre que c'est bien défini. C'est bien une solution :

On a bien u(to) = =o.

Soit t €]t_, ¢, [. Vérifions que u'(t) = f(¢, u(t)).

Par définition de |¢_, ¢, |, il existe une solution v définie sur un intervalle I contenant ¢, et donc
w'(t) = f(t,u(t)).

Par définition de |¢_,t. |, il n'existe pas de solution définie sur un intervalle plus grand.

A, Si f est seulement continue (pas localement lipschitzienne), on n'a plus l'unicité de la solution
maximale.

3) Durée de vie

Pour simplifier, on suppose ici f : J x 2 — R™ définie sur J x Q ou J C R est un intervalle ouvert et
Q C R™ est un ouvert.

On s'intéresse a l'intervalle de définition d'une solution maximale. Cet intervalle peut étre différent de J
(cf. exemple z'(t) = z(t)? ou J = R avec des solutions maximales non définies sur R).

L'idée générale est que si une solution ne peut étre prolongée sur tout J, c'est qu'elle s'approche en
temps fini du bord de U. Formalisons cela pour ¢ (pour ¢_ les résultats sont similaires) :

Proposition (Sortie définitive de tout compact)

! —
Soit w :t_,t, [ R™ une solution maximale de {m (t) = f(t.=(t)) avec f: J x Q — R" continue, semi-

z(to) = xo
lipschitzienne.
Sit, <supd, alors pour tout compact K C Q, 3T €]t_,t, [tel que Vt € [T,t, [, u(t) € K.

On rencontrera essentiellement les deux situations suivantes lorsque t — ¢ :

|lu(t)|| — +oo : explosion en temps fini.
u(t) converge vers un point du bord de Q2 quand ¢t — ¢,.

Preuve : Soit u :]t_,t,[— R™ une solution maximale (elle n'est pas définie en ¢ ).
Par I'absurde, soit t, — t, et K C Q compact avec u(t,) € K, Vn > 1.

Par compacité, quitte a extraire, on peut supposer que u(t,) — =, € K.

En particulier, (t,,u(t,)) — (t,,z.) € J x Q.



/
Par Cauchy-Lipschitz, le probléme { (gt)) fagt’ z(t)) admet une solution sur ¢, —§,t, + J[, avec § >0
+) =T+

pouvant étre choisi de sorte que pour un voisinage V de (¢, ,z.) € J x §, tout solution de

{zl((zt,)) _ J;(Tt’ (%) avec (T,zr) € V est définie sur |T — 6, T + 4.

On choisit alors n tel que (t,, u(t,)) € V ettel que t, + 6 > t.

z'(t) = f(t,x(t))

(tn) = u(ts)

Le recollement de u et v définit une solution sur |¢_, ¢, + [ qui contient strictement |¢_, ¢, [, ce qui est
absurde.

Soit alors v :]t,, — §, t, + 4] la solution du probléme de Cauchy {

4) Solutions globales

Définition Soit f : J x © — R™ une fonction continue, semi-lipschitzienne. On dit qu'une solution
maximale v : I — R™ du probléme de Cauchy est globale si I = J.

Théoréme (Critére de sous-linéarité)
Soit f: J x R™ — R"™ continue, semi-lipschitzienne. On suppose que pour tout compact K C J,
1C¢,Cy > 0 tels que

Vte K, Vz e R, | f(t,z)| <Cq+ Cslzl
Alors toute solution maximale est globale.
Les hypothéses sont satisfaites si f est bornée

On fait appel au lemme de Grénwall (qui sera utile de nombreuses fois) :
Lemme de Gronwall Soit y : [a,b] — R™ continue et ¢, > 0.

Soit g : [a,b] — R* continue. On suppose que

Vte b, w(t) <ot / £(s)u(s) ds

Alors

Wt [a,b, y(t) < coexp < / " ts) ds)

On suppose de plus
t
Vt € [a,b], y(t) <co+ c/ y(s)ds avecc>0

Alors

Vt € [a,b], y(t) < cqexp(c(t — a))

Preuve du lemme :

Le point 2. est une conséquence du 1) avec f =c.

Pour 1., posons h(t) = ¢o + f f(s)y(s) ds, de sorte que h'(t) = f(t)y(t) pour t € [a,b].
Comme y(t) < h(t ), on obtient h’(t) F(t)h(t).

Soit alors H(t) = h(t) exp (— IL1(s) s).

Alors H'(t) —exp( 0 ) '(t) — £(t)h(t)) < 0 pour tout ¢ € [a, b].




Ainsi H est décroissante. Or H(a) = h(a) = co. Donc h(t) < ¢y exp ( JE£(s) ds).

Comme y(t) < h(t), on en déduit le résultat.

On applique typiquement ce lemme avec la norme d'une solution (ou la différence de deux
solutions).

Preuve du théoréme :

Soit w :]t_, ¢t [— R™ une solution maximale du probléeme de Cauchy. On suppose t; < sup J. Alors par
le théoréme de sortie des compacts, on a :

[u(®)|| — +o0
t—t,

Mais [to,t+] C J est compact, donc par hypothése 3C4, Cy > 0 tels que
lf(t, )| < Ci1+ Csolz||, VtE [to,t4], Vz €R

On obtient pour tout ¢ € [to, ¢4 :

lu@)]] < fluto)l +/t 1£(s,u(s))l ds

< Ju(to)|| —I-/t (C1 + Callu(s)]]) ds

t
< JJu(to)l + C1(t —tg) + C2 [ lu(s)| ds

to

D'apres le lemme de Groénwall, on conclut que :
[u(t)]] < coexp(Ca(ty —ty)), Vi€ [to, 1]

Ce qui contredit ||u(t)|| —— +o0.
t—t,



