Cours 11

Influence des conditions initiales, équations différentielles
linéaires
Plan :

Continuité par rapport aux données initiales
Equations différentielles linéaires : existence et unicité globales
La résolvante

1)_Continuité par rapport aux données initiales

Soit f: J x @ — R continue et semi-lipschitzienne. Soit (¢q, zg) € J x Q. D'aprés le théoréme de
Cauchy-Lipschitz, il existe une unique solution maximale de :

{x,(t) = f(t,z(t)) (%)

z(ty) = o

On veut savoir comment cette solution maximale, et son domaine de définition, dépendent de la
condition initiale.

Définition Soit u : [a, b] —  la restriction d'une solution de (x) a un sous-intervalle compact de son
intervalle de définition. Le graphe de u est :

K(u) ={(t,u(t)) : t € [a,b]} C J x Q
Pour € > 0, le e-tube autour de K (u) est défini par :

K.(u) = {(t,y) t € [a,b], |y —u®)]| <} C T x R"

Ke

Lemme Je > 0 tel que :

K. (u) est un compact inclus dans J x Q.
JL > 0 tel que si (¢, z) € K. (u) et (t,y) € K.(u), alors

1t z) — f(t )]l < Lz -y
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Preuve :
Pour simplifier les notations, on pose K = K(u) et K. = K.(u).

On munit R x R™ de la distance d((¢, z), (s,y)) = |t — s| + ||z — y][.

K est compact comme image d'un compact [a, b] par I'application continue ¢ — (¢, u(t)). K, étant
fermé borné, il est compact. Comme K C J x Q, on a d(K, (J x ©Q)¢) > 0. Par compacité, on peut
trouver £ > 0 assez petit tel que d(K., (J x Q)¢) > 0,donc K, C J x Q.

Si f est de classe C!, on a immédiatement

1t 2) = £t 9)]| < sup [l £ - = — ol

Dans le cas général, il faut étre plus fin. Par hypothése semi-lipschitzienne, pour tout = (¢,z) € K.,
on peut trouver :

un intervalle ouvert I() contenant ¢ (pas forcément inclus dans [a, b)),

une boule fermée B(z, 2r()) incluse dans Q,

L() > 0 telle que

(t,2), (t,y) € I() x B(z,2r()), [If(t,2) — f(t,9)ll < LOllz — ol
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On a un recouvrement ouvert de K. :

K. C K I() x B(z,())

Par compacité de K., on peut en extraire un sous-recouvrement fini :

K. C ; I(Z) X B(mz,r(,)) avec ; = (ti,mi) c K,

Posons = EI?SXL(Z'), r= 11;1;;17’(1-) et M = s;ep II£1l-

Soient (¢,z) et (¢,y) € K..

Cas1:|[z—y| <r

Alors il existe ¢ < tel que (¢,z) € I(;) x B(zi,7(;)). On montre alors que
(t,y) € I(;) x B(zs,2r(;)). Donc :

1t z) = fEy)ll < L)z -yl <z -yl

Cas2: |z —y| >
Alors :

2M
| f(t,z) — f(t,y)|| <2M < TH%' —
Ainsi, L = max (, 2£) convient.

On rappelle :
Lemme (Gronwall)




Soit g : I — R, une fonction continue et ¢, € 1. On suppose qu'il existe Cy,c > 0 t.q.

¢
g(t)§00+c/ g9(s)ds, Vtel,t>t

to

Alors

g(t) S COC(titO)’ Vt € Iat 2 tO

Théoréme (Dépendance continue des solutions par rapport aux conditions initiales)

Soit f: J x @ — R” continue semi-lipschitzienne. Soit « : [a,b] — Q la restriction d'une solution de
z'(t) = f(¢,z(t)) (condition initiale quelconque dans J x ) a un sous-intervalle compact [a, b] de son
domaine de définition.

Soite > 0 tel que K.(u) C J x Q.

Il existe n €]0, €[ tel que si y est une solution maximale de

{y’(t) = f(t,y(t))

u(to) = 90 avec (to, yo) € Kp(u)

alors :

y est définie sur un intervalle contenant [a, b].
Vt € [a,b], (t,y(t)) € K:(u), c'est-a-dire

sup [[u(t) —y(t)]| <e
te(a,b]

IM, L > 0 tels que si yo et y1 sont les solutions sur [a, b] de

{w’(t) = f(t,2(1)) {-’E’(t) = f(t,2(t))

z(to) = zo z(t1) = 21
avec (to, x0) € Ky(u) et (t1,z1) € K,(u), alors
vt € [a,b],  [ly1(t) —yo(®)[| < (l&1 — 2ol + Mlts — to])* ™!
En particulier, sit; = tg,ona:

VeI, |lyi(t) —yo(t)|| < |lz1 — zol LT
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Preuve :

Pour simplifier, on pose K = K(u) et K, = K.(u).

Soit L > 0 tel que si (¢,z) € K. et (t,y) € K., || f(t,x) — f(¢,y)|| < L||z — y|| (lemme précédent) On
montre le résultat avec n < ¢ L=



Preuve de 1. et 2.
Soit y : I — Q une solution maximale de

y'(t) = f(t,y(t))
{y(to) =0 avec (tg,zg) € K

n

On travaille dans le futur de t, (méme raisonnement dans le passé)

Etape 1 On montre que t € [tg,b] N T ||u(t) — y(t)|| < e.

Si ce n'est pas le cas, soit t; = inf{t € [to,b] NI : ||u(t) — y(t)|| > €}.

Ainsi ||u(ty) — y(t1)|| = € et ||u(t) — y(t)|| < e pour t, < t < t;, de sorte que (t,y(t)) € K., et clairement
(t,u(t)) € K..Ainsi, pour t, <t < ty,

()~ 0 = ) — e+ | 17Csu(6) ~ Tl ds < 0+ [ uls) (o)

Donc par Gronwall, ||u(t1) — y(t1)|| < nEt—t) < plt-a) < ¢ ce qui est absurde.

Etape 2 Par I'absurde, supposons que sup I < b.

D'aprés ce qui précéde, Vt € [to,sup I[, y(t) € (K:) ou : (t,z) — z. (K.) C Q est compact comme image
de K. par continue. Cela contredit le lemme de sortie définitive de tout compact.

Preuve de 3.
Par définition, V¢ € [a, b], yo(t) = zo + ftto f(s,yo(s))dsetyi(t) =x1 + fttl f(s,y1(s)) ds.
Donc

t

l91(®) — w(®) < lle1 — o] + H [ femnas— [ st uisnas

+/t 1£(s,41(8)) — £(s,90(s))| ds

to
<||z1 — ol + H[ f(s,y1(s)) ds

En notant M = sup || f||, on a donc

€

t
191(8) =yl < [lz1 — 2ol + Mty —to| + L | [lya(s) — vo(s)llds

to

On conduit avec le lemme de Gronwall.

Corollaire Soit (t,,z,) € J x Q avec (tn, zn) — (to, zo)-

z'(t) = f(t, 2(t)) {m/(t) = f(t,2()) définies sur un méme

Notons ug, u, les solutions des probléme {:v(to) — 2y 2(t,) =z,

intervalle borné. Alors lim ||u, — u||c = 0.
n—oo

Proposition (Variations de la fonction)
Soient f,g: J x Q = R t.q. ||f — 9|l < . Soit I C J tel que les solutions u, v de

{w'(t) = f(t,2(t)) {«’f'(t) = g(t,xz(t))

z(ty) = o z(to) = zo

sont définies sur 1.
AlorsVt e I, |u(t) —v(t)]| <elt— t0|L\t—tol_

En utilisant les mémes idées, on démontre le résultat :

Continuité par rapport a des paramétres (Admis)

Soit ¢ R¥ un ouvert (espaces des paramétres).

Soit f: J x Q x — R"™ continue, localement lipschitzienne par rapport aux 2¢ et ¢ variables.




Alors Y(to, zo,€0) € J x  x , IW voisinage de ¢, tel que Ve € W les problémes de Cauchy

[0 = H0w(09) {210 = 0000,

:U(t()) =9 m(to) =9

admettent deux solutions u, et u., définies sur un méme intervalle borné, et de plus ||u. — u.,|| — 0.
E—€Ep

2) Equations différentielles linéaires : existence et unicité globales

Dans ce cadre, on s'intéresse au probléme de Cauchy:

{m’(t) = A(t)z(t) + b(t)

z(ty) = zo
ou:
J C R est un intervalle ouvert
A:J — M,(R) est une application de classe C* (k € {0,1,2,...,00})

b:J — R™ est de classe C*
t[) S J, Lo € R"

| lci f:J x R" — R" avec f(t,z) = A(t)z + b(t)
Lorsque b = 0 est la fonction nulle, on parle d'équation linéaire homogéne.

Théoréme (Cauchy-Lipschitz linéaire)
Soient ty € J, zy € R™. L'unique solution maximale u :]¢_,t, [~ R™ du probléme de Cauchy

{x'(t) = A(t)z(t) + b(t)

z(ty) = zo

est globale, c'est-a-dire que |t_,t [= J.

A, Le fait que toutes les solutions maximales soient globales est une propriété spécifique aux
équations linéaires.

Preuve : On vérifie le critére de sous-linéarité.

A
On utilise la norme matricielle | A|| = sup % = sup || Az| qui vérifie ||Az| < ||All||z||, Yz # 0.
a0 ||@ Jel=1

On pose f(t,z) = A(t)z + b(t), continue.
Vérifions que f est semi-lipschitzienne. Soit (¢, zo) € J x R". Soit n > 0. Pour |t — to| < n,
z,y € B(xo,n) On a

1t 2) = f&y)ll = [A@)(z —y)ll < sup  [JA@)] - [z — o]

te [tU 77]7t0+77]

<oo parcontinuité de A

Les hypothéses du théoréme de Cauchy-Lipschitz donc satisfaites.

Vérifions le critére de sous-linéarité :
Soit K ¢ J compact. Pourt € K,z € R", ona

1 2| < [A@I - [zl + [6@)]| < Crll2]| + C2

avec C1 = sup ||A(¢)]| et Cy = supsck [|b(2)]], ou C1 < oo et Cy < oo par continuité.
teK

3)_La résolvante




On se place dans le cas homogeéne : z'(t) = A(t)z(t). Notons & I'ensemble de ses solutions (pour
toutes les conditions initiales possibles).

Proposition € est un sous-espace vectoriel de C'(J, R") de dimension n.
Preuve :

Il est clair que £ est un sous-espace vectoriel de C!(J, R").

Fixons ty € J et posons

T, :E—R", fr f(to), linéaire.
D'aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire, T}, est surjective (existence) et injective (unicité).
Donc T}, est un isomorphisme d'espaces vectoriels, d'ot dim(€) = dim(R") = n.

Proposition Soient u,...,u, € £. Il y a équivalence entre :

(u1,...,uy) estune base de £.
Vto € J, (u1(to),-..,un(to)) est une base de R".
Jtg € J, (ui(ty), .- ., u,(ty)) est une base de R™.

Remarque Si uy,...,u, est une base de &, alors pour toutes fonction u telle que '(t) = A(¢)u(t), il
existe 1,...,, € Rtelsque Vt € Jon a u(t) = 1ui(t) + - - - + nun(t).

Définition Soit (u1,...,u,) une base de £. On appelle la matrice wronskienne associée a (u1,...,uy)
la matrice W (t) = (u1(t) ... un(t)) € Mn(R).
\Tlg-/ eR
E n n

On vérifie que W (t) est inversible pour tout ¢ € J et vérifie W'(t) = A(t)W(t), Vt € J.

Définition Soit ¢y € J. Notons w1 (¢, to), - . ., un(t, to) les solutions du probléme de Cauchy

avec (1,...,n) basecanoniuede R"

La matrice 4(t,t0) = (ui(t,to) ... un(t,to)) € Mup(R)
est appelée matrice résolvante.

C'est la matrice wronskienne dans une base particuliére.

Proposition Soitty € J. On a:

{ 2 Altsta) = At t0)

a(to,to) = I, (matriceidentité de R")

Si A est de classe C*, t — 4(t,to) est de classe C*1. En particulier, u(t) = 4(t,to)zo est la solution de

{x’(t) = A(t)z(t)

z(to) = zo

Preuve :



Altorto) = (1,--0) =1,

Le fait que %A(t, to) = A(t) a(t,to) provient du fait que t — 4(¢,%0) est la matrice wronskienne
associée a la base (1,...,n).

Ainsi, en posant u(t) = (t,to)xo :

on a bien u(to) = Inxzo = zo et

u'(t) = —(t, to)zo = A(t)(t, to)zo = A(t)u(t).

Proposition On a

Vto, t1,t2 € J,  a(te,to) = a(ta,t1)a(t1,t0)
Vto,t1 € J,  alto,t1) ! = a(t1,to)

Preuve :

Soient tg,t; € J, g € R"™. On pose u(t) = 4(t,tg)zo, v(t) = a(t,t1) a(t1, to)zo pour t € J. Il suffit de
montrer que u = v.

u(ty) = alti,to)zo tv(ts) = I a(ts, to)zo

u et v sont solutions de z'(t) = A(¢)z(t) :

u'(t) = %A(t,to)mo = A(t)a(t, to)zo = A(t)u(t)

’Ul(t) = %A(t, tl)A(tl, to)iL‘o = A(t)A(t, t1)A(t1, to)xo = A(t)’l)(t)

Donc u = v.

On prend to = tg.

Exemple (n=1) Dans le cas A(t) = a(t) € R, I'équation devient z'(t) = a(t)z(t). Ainsi,

(t,ty) = exp ( /t :a(s) ds)

Cependant, en général (pour n > 2), il est rare de pouvoir donner une expression explicite de la
résolvante.

On verra en revanche que I'on peut obtenir des informations qualitatives sur les solutions grace a
I'étude de la résolvante.

d

Rappel : Pour t € T, 4(t,t0) € M,(R) vérifie { EA(t,tO) = A(t) a(t, o)
a(to,to) = I,

Proposition (Formule de Liouville) Soit tg € R. La fonction
(t) = det a(t, to) vérifie I'équation différentielle

{ '(t) = tr(A(1))(2)
(to) =1

Ce qui implique det 4(¢,ty) = exp (ft’; tr(A(s)) ds).

Preuve : Vérifions que pour € L,(R) la différentielle de det : M,,(R) — R vaut

D det(H) = det() tr("'H) pour H € M,(R)



On sit que det est différentielle comme fonction polynomiale. Alors

det( + tH) — det
D det(H)  lim Set(HtH) — de
t—0 t

Or det( + tH) = det() det(I,, + t 1 H).
En notant 4,...,, les values propres complexes de ~'!H, on a

det(I, +t 'H) = o (1+t)

=1+ Cii>+o(t2)

=1
=1+ ttr( " H) + o(t?).

Donc

det( + ¢tH) — det

det tr(~1H)
t t—0

d'ou la résultat.

Ainsi, par composition

d
/(t) = DA(t,to) (EA(t’ t0)>

= det 4(t,t9) x tr (a(t, to) "A(t) a(t, o))

= () tr(A(%)).

Remarque Une matrice wronskienne W (t) vérifie W'(t) = A(¢)W(t), et on en déduit avec la méme
preuve qu'en notant w (t) = det W(t) on a §,(t) = tr(W(t))w(t), Vt € J.

Exemple
. ' = —xtant+y 1z =
Résolvons {y, — ot ytant SUr J=-%,%|

OnaA(t):<_tant ! )

1 tant

1
On remarque que u1(t) = <

est solution.
tant

t
Comment trouver une autre solution ? Idée : utiliser tr(A) = 0. Supposer que us(t) = <m8) est une
)

solution linéairement indépendante. Alors

W(t) = ( ! ‘”(t)> det W(t) = y(t) — tant - a(t) =
tant y(t)
Donc y(t) = z(¢) tant + ¢ = y(t) — 2'(¢t) + c¢. Donc z'(t) = ¢. Donc z(t) = ct + b. Donc
_ 0 z(t)\ _ t
y(t) = cttant + btant + c. On prend b = 0, c = 1. Donc (y(t)) =\ ttant + 1).

Corollaire Si Vt € R, on a tr(A(t)) = 0, alors Vs, t € J, det (¢, s) = 1.
Il est possible d'interpréter cela comme le fait que I'équation différentielle "conserve les volumes".
Proposition On suppose que Vt € J, A(t) est antisymétrique (*A(t) = —A(t)). Alors

Vt,s € J, 4(t,s) est une matrice orthogonale (det 4(¢,s) = 1 et’ (¢, s)a(t,s) = I,).
Si z est solution, Vt € J, ||z(t)| = ||z(to)]|



Preuve :

On sait déja que det 4(t,s) = 1. D'autre part :

% (tA(tv S)A(ta S)) = % (tA(ta 3))A(t7 S) + tA(t7 S)%A(t, 5)
+

Donc 4(t, s) a(t, s) est constant, et pour t = s vaut I,,.
Ona

lz(®)1* = [|(t, to)(to)[|* = "= (to) ‘(¢ o) (£, to)z(to) = "z (to)z(to) = |[(to) |’



