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TD 1. Ensemble fini

Exercice 1. [Principe d’inclusion-exclusion] Soient A, B, et C' des sous-ensembles d’'un en-

semble fini F£. Démontrer

card(AU BUC) = card(A) + card(B) + card(C)
—card(AN B) — card(BN C') — card(C N A) + card(AN BN C).

Solution d’exercice 1.

Rappelons que pour deux ensembles X et Y, on a la formule d’inclusion-exclusion
card(X UY') = card(X) + card(Y) — card(X NY'). (*)
Appliquons cette formule a AU B U C en procédant par étapes

card(AU BUC) = card((AU B) U C)
= card(A U B) + card(C) — card((AUB)NC) (par (H))
= card(A) + card(B) — card(A N B) + card(C)
—card((ANC)U(BNC)) (par distributivité de N sur V).

Appliquons & nouveau (H) a(AnC)u(BNQO):

card((ANC)U(BNQ)) =card(ANC) + card(BN C) — card((ANC) N (BN C))
=card(ANC)+card(BNC) —card(ANBNC).

En substituant cette expression dans le calcul précédent, on obtient

card(AU BU C) = card(A) + card(B) — card(A N B) + card(C)
- <Card(A NC) +card(BNC) —card(AN BN C’)>
= card(A) + card(B) + card(C)

—card(ANB) —card(ANC) —card(BNC) + card(AN BN C).
U

Remarque 1. La formule se généralise par récurrence a n ensembles. Pour une famille finie

d’ensembles (A;)1<i<n, On a

card <L:J1 Ai) = Zn: > (~1Y 'eard (ﬁ Ark> :

Jj=1 1<r <-<r;<n k=1
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Exercice 2. Soient Ay, ..., A, des sous-ensembles d’un ensemble fini £. Démontrer

n

card(A; UAsU...UA,) < Z card(4;).

1=1

Solution d’exercice 2.
Démontrons cette inégalité par récurrence sur n, le nombre d’ensembles.
Cas de base :

— Pour n =1, on a card(A;) = card(A;), donc 'inégalité est vérifiée.

— Pour n = 2, par (H) et le fait que la cardinal d'un ensemble est non négative, on a
card(A; U Ag) = card(A;) + card(Az) — card(A; N Ag) < card(A;) + card(As).

Hypothese de récurrence : Supposons que l'inégalité soit vraie pour n — 1 ensembles,

c’est-a-dire

=1

n—1 n—1
card (U A; > Z card(A
Etape de récurrence : Considérons n ensembles. On peut écrire

n n—1
UAi = (U Ai> UA,.
=1

En appliquant le cas n = 2 a cette union, on obtient

card (U A; ) card (U A; ) + card(A,).

1=1

En utilisant 'hypothese de récurrence, on a

n n—1
card (U Ai> Z card(A;) + card(A Z card(A
i=1 i=1

Ce qui complete la démonstration par récurrence. L’inégalité est donc vraie pour tout

entier n > 1. O

Exercice 3. Pour n et p entiers naturels, avec n non nul, on note u, , le nombre de n-listes
(x1,...,2,) d’entiers naturels telles que z; + x5 + ... + x, = p. Montrer que, pour n > 2 et

p €N, ona

p
Un,p = E Un—1,k-
k=0



Solution d’exercice 3.
On définit E, , comme ’ensemble de toutes les n-listes d’entiers naturels dont la somme

vaut p, c’est-a-dire

Enp = {(ml, e, Zy) ENT

i=1

En partitionnant selon la valeur & du n-ieme terme x,,, on obtient

n—1
En,= |_| {(ml,...,xn_l,k:) e N" in:p—k}.
=1

k=0

Pour chaque k € [0, p], 'application

Pk - E’n—l,p—k — {(mlu R §) k)

(Il, c 7$n_1) — (ZEl, . ;In—17k>

est une bijection. Les deux ensembles sont donc équipotents.

Par additivité du cardinal sur les unions disjointes
p
card(E, ,) = Z card (En_1p—k)
k=0
p
= Z card(E,_14) (par changement d’indice k' = p — k)
k'=0

Par définition de u,,, = card(E,,), on obtient finalement

Exercice 4. [Principe des tiroirs] Si on place n objects dans m tiroirs, avec n > m, il y a un

tiroir contient au moins deux objects.

Solution d’exercice 4.

Notons Ay I'ensemble des objets placés dans le k-ieme tiroir. On a alors
|_| Ay, = {les n objets}.
k=1
Par additivité du cardinal pour les unions disjointes :
Z card(Ag) = n.
k=1

(Raisonnement par ’absurde)Supposons que chaque tiroir contienne au plus un objet, c-a-d

VEk € [1,m], card(Ax) < 1.
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On aurait alors

i card(Ay) <

k=1
ce qui contredit I’hypothese n > m.

Par I’absurde, il existe donc (au moins) un indice k € [1,m] tel que :

card(Ay) > 2

Exercice 5. [Application du principe des tiroirs]

a) Soit n € N*. Parmi n + 1 réels d’intervalle [0, 1], montrer qu’il y en a au moins deux dont

la distance est inférieure a 1/n.

b) Soit n € N*. On considere des entiers ay,...,a, non nécessairement distincts. Montrer
qu’on peut trouver un sous-ensemble non vide de cet ensemble d’entier, dont la somme
est divisible par n. (Indication : on pourrait considérer les sommes s; = ay, S2 = a1 +as, ...,

Sp=a1+ ...+ ay.)

Solution d’exercice 5.
a) Partitionnons I'intervalle [0, 1] en n sous-intervalles
(52 sigeltn—1],
(2= 1] sij=n.
On a bien | [7_, I; = [0,1].

En appliquant le principe des tiroirs aux n + 1 réels et n intervalles, il existe deux réels

distincts z, et o appartenant a un méme intervalle ;.

Par construction des I;, on a

1
|z, — x| < longueur(l;) = —.
n

b) Considérons les sommes partielles s, = Zk: a; pour k € [1,n].
Deux cas se présentent .
— Cas 1 : Si 'un des s, = 0 (mod n) pour k € [1,n], alors {aq,...,ax} est le sous-
ensemble recherché.
— Cas 2 : Si aucun s; n’est divisible par n, alors les n sommes sq,...,s, prennent

leurs valeurs parmi n — 1 classes résiduelles non nulles modulo n.

Par le principe des tiroirs, il existe deux indices j; < js tels que

sy, =Sj, (mod n).



11

Le sous-ensemble {a; 1,...,a;, } convient car :
J1+1s ) 2

J2
= Z a; =0 (mod n).

i=j1+1

Sjo —

Exercice 6. Soit n € N*.
a) Combien y a-t-il de surjections de [1,n] dans [1,2].

b) Combien y a-t-il de surjections de [1,n] dans [1,3].

Solution d’exercice 6.

a) Une surjection sur {1,2} signifie que les deux éléments de I'ensemble d’arrivée doivent

avoir au moins un antécédent.
Le nombre total d’applications est 2”. Il faut soustraire les applications qui ne sont pas
surjectives, c-a-d
— Celles dont l'image est {1} :ily en a 1" =1,
— Celles dont I'image est {2} il y ena 1" = 1.
Ainsi, le nombre de surjections est

2" —2

b) Le raisonnement est similaire. Le nombre total d’applications est 3". Les applications non

surjectives sont de trois types

— Celles dont I'image avec cardinal 2 : il y en a (3) x (2" —2) = 3 x 2" — 6,

) x1=3.

— Celles dont I'image avec cardinal 1 : il y en a (1

Ainsi, le nombre de surjections est

3" —(3x2"—6)—3=3"—-3x2"+3

Remarque 2. Pour n,m € N* avec m < n, le nombre de surjections de [1,n] vers [1,m] est
donné par

gy—l)k@) (m— k)"

0
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Solution d’exercice 6.
Soit F' = F ([1,n],[1,m]). Notons A; = {f € F'|i ¢ Im(f)}. Pour I un ensemble d’indice

avec la cardinal k € [0, m], on a
card (ﬂA) = card (F ([L,n], [1,m]\ I)) = (m — k)".
el

m

c
Les surjections correspondent exactement a (U Az) . Par le principe d’inclusion-exclusion,
i=1
on a

card (U Ai> = Z Z —1)*tcard (ﬂA) Z 1)kt (T]Z) (m — k)"
i=1 k=1 g - [[1,m]] i€l

card(I) = k

Donc, le nombre de surjections est

card (@1 Ai>c = m" — i(—nk—l (’Z) (m — k)" = zmj(—nk (7]’;) (m — k)"

k=1 k=0
O
Exercice 7. Soit E un ensemble fini de cardinal n. Calculer
Z card(X), Z card(X NY).
XCE X,YCE
Solution d’exercice 7.
a) — Meéthode 1 : Complémentaire
Z card (X (Z card(X Z Card(X)> (car X CE <= XY CE)
XCE XCFE XCCE
1
=3 (Z card(X) + Z card(X’C)>
XCE X'CE

(par changement de variable X’ = X©)

= % Z (card(X) + card(X©))

XCE

= % Z card(E

XCFE

SO =n2n L

1
2
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— Méthode 2 : Fonction indicatrice

Z card(X) = Z Z]laex

XCE XCFE acE

= Z Z loex (permutation des sommes)
acE XCE

Pour un élément a € F fixé, le nombre de sous-ensembles contenant a est
card({X € P(E) |a € X}) =2""1,
car I'application

p:{XePE)|ae X} > {X eP(E)]|a¢ X}
X = X\ {a}

est une bijection, et on a la partition :
PE)={X|ae X}U{X |a¢ X}.
Ainsi

Z ﬂan = 271—1’

XCFE

card(X) = on=l — pon—t,
> card(X) =}

XCE a€eFE

et finalement

— Meéthode 3 : Classification par cardinal

Pour chaque sous-ensemble X C F, son cardinal est bien défini, ce qui permet

d’écrire I'identité .
Z Ticarax)=ky = 1.
k=0

En substituant cette identité dans la somme originale, on obtient

Z card(X) = Z card(X) (Z ]l{card(x):k}>

XCE XCE

= Z Z card(X) : ]]-{(:ard(X):k}
= Z Z k- 1icaracx)=k} (permutation des sommes)

- zn:k: -card({X C E | card(X) = k})

k=0

= Y k " =n2" L
()
k=0
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b) — Méthode 1 : Complémentaire
1
Y Y Xny= 3 > (Z card(X NY)+ Y card(XﬂY))
XCEYCE XCE \YCE YCCE
1
=3 Z Z (card(X NY) + card(X NYY))
XCEYCE
1
=3 > ) card(X) (car X = (X NY)U(XNY))
XCEYCE
= Z card(X) Z 1
XCE YCE
1
=3 n2"1.2"  (d’apreés le résultat précédent)

= n2%n2,

— Méthode 2 : Fonction indicatrice

Z ZXWY: Z Zz]laGXﬂY

XCEYCE XCEYCFEacE

= Z Z Z]laEX Loey

XCEYCEacE

= Z Z Toex Z Teey (permutation des sommes)

acE XCFE YCE
— E (277,—1)2 — n22n—2'
aclE OJ

Exercice 8. Pour tous n € N*, on note a,, le nombre de listes d’entiers naturels non nuls dont
la somme est n.

a) Calculer a, pour n < 3.

b) Conjecturer la formule donnant a,,. La démontrer.

Solution d’exercice 8.
a) a; =1,a9 =2,a3 =4.
b) On conjecture que a,, = 2"!. Voici la preuve par la méthode des batonnets.
Explication -

— Représentons n par n points alignés : e e --- e
b p p g A ;

n
— Placer des séparateurs entre les points correspond aux décompositions

— Il y a n — 1 positions potentielles pour placer des séparateurs
— Chaque séparateur peut étre présent ou absent — 2”1 possibilités

— Chaque configuration de séparateurs correspond a une maniere de décomposer la

somme. Comme illustré ci-dessous :
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5) = 2 =+ 1 + 2

séparateur séparateur

n=2>u
Ainsi, le nombre de listes d’entiers naturels non nuls de somme n est

a, = 2" L

Exercice 9. Un groupe de 2n personnes comprend n hommes et n femmes.

a) Combien y a-t-il de manieres de les disposer autour d’une table ronde, en ne tenant
compte que de leurs position relative ? (deux dispositions sont identiques si chaque invité

a le méme voisin a sa gauche et le méme voisin a sa droite).
b) Méme question si on veut respecter 'alternance homme-femme.

c) Méme question si on veut respecter I'alternance homme-femme et que de plus Madame

X soit a coté de Monsieur Y 7

Solution d’exercice 9.

a) Pour les arrangements circulaires de 2n personnes distinctes, le nombre de dispositions

distinctes est

(2n —1)!

Ezplication : Les permutations circulaires de k éléments distincts donnent (k — 1)! arran-

gements (on fixe une personne pour éliminer les rotations identiques).

b) Pour l'alternance homme-femme, nous avons deux cas :

n! x (n—1)!

Explication :
— Choisir un point de référence : On choisi une femme particuliere (comme point de
référence)pour éliminer les rotations équivalentes.
— Arrangement des autres femmes : Les (n — 1) femmes restantes se répartissent sur
les (n — 1) places féminines disponibles : (n — 1)!
— Arrangement des hommes : Les n hommes occupent les n places masculines avec

toutes permutations possibles : n!
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c) Avec la contrainte supplémentaire :

2 x ((n—1)!)?

Ezplication :
— On considere le couple (Madame X, Monsieur Y) comme une entité unique
— 2 positions possibles pour ce couple (X a gauche ou Y & gauche)
— Arrangement des autres hommes : (n — 1)!
— Arrangement des autres femmes : (n — 1)!

— Total : 2 x (n—1)! x (n—1)!

Exercice 10. Etant donné un mot m, on appelle anagramme de m tout mot formé des méme

lettres que m.

a) Quel est le nombre d’anagrammes du mot orange.
b) Quel est le nombre d’anagrammes du mot ananas.

¢) Quel est le nombre d’anagrammes d’un mot contenant n; fois la lettre 1, ny fois la lettre

ly, ..., et ny, fois la lettre £, 7

Solution d’exercice 10.
a) 6! = T720.

!
b) 6!

c)

(i + - +mny)!
nl-ompl d




TD 2. Dénombrement

Exercice 1. [Formule de Pascal]

a) Pour n, p des entiers tels que 0 < p < n, montrer que
n n—1 n—1
(p> ( ) ( p )
b) Pour n, p des entiers tels que 0 < n < p, montrer que
"k p+1
> ()= ()
Solution d’exercice 1.

a)
(Z) - 1?!((71:;))!! ~ pn 5(173_—1(;!— o (nz;<]2(—np_>!1)! - (Z: D i (n; 1)'

b) Fixons n un entier naturel. Démontrons la propriété par récurrence sur p, pour tout p > n

> (0)=()=1

n+1
n+1

Pour p = n,

D’autre part, le terme de droite vaut ( ) = 1. L’égalité est donc vérifiée.

Supposons que 1’égalité soit vraie pour un certain entier p > n, c¢’est-a-dire :

> (=01

Montrons qu’elle est vraie au rang p+ 1 :

S()-x () ()

1 1
_ (p T ) + (p + ) (par hypothese de récurrence)
n+1 n

2
— (p j__ 1) (d’apres la question a)
n

L’égalité est donc établie au rang p + 1.

Conclusion : Par le principe de récurrence, la formule est vraie pour tous entiers n,p

tels que 0 < n < p. 0

17
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Exercice 2. [Formule de Vandermonde] Soit m, n, p € N. Démontrer que
> (06" -7)
—~\k/\p—Fk p

On considéere le polynéme P(z) = (1 4+ x)™*™. Nous allons calculer le coefficient du terme

Solution d’exercice 2.

en P de deux manieres différentes.

D’apres la formule du bindme de Newton :

m+n

Le coefficient devant zP est donc (m;").

On peut écrire (1 + )™ = (1 4 x)™(1 + z)"™. En développant chaque facteur, on a :

v (E09)(50)

Jj=0

S (00"

(Note : on utilise la convention (}) =0 si k > n).

Le coefficient devant 2P est

Par unicité des coefficients d’un polynome, les deux expressions obtenues pour le coefficient

206" -(7") -

de xP sont égales :

Exercice 3. Soit n € N. Calculer

- n
>i(}).
k=0

Solution d’exercice 5.

a) On utilise 'identité k(g) = n(Zj) (valable pour n > 1,k > 1). Le terme pour k = 0

étant nul, on peut commencer la somme a k=1 :

() -2 (o) -2 ()

k=1 §=0

(]

On reconnait la somme des coefficients binomiaux (1 + 1)"~t = 27! Ainsi :

2": k (Z) =n2nt
k=0
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b) De manitre analogue, on utilise lidentité k(k — 1)(}) = n(n — 1)(2:3) (valable pour

n > 2k > 2). Les termes pour k =0 et k = 1 étant nuls :

Ok(k—l)(z> :kzn;n(n—l)<z:§> =n(n_1)§(n;2).

=0

n

k=

.

On obtient donc :

n
n

k(k—1) (k> = n(n —1)2"2

k=0

¢) On remarque que k* = k(k — 1) + k. Par linéarité de la somme et en utilisant les deux

résultats précédents :
ikz (Z) - i (k(k — 1) + k) (Z)
k(k — 1) (Z) + gk(;;)

(n —1)2"2 + n2" 1.

Il
3

Pour simplifier, on factorise par n2"~2 (en notant que 2"~! =2.2"72) :
=n2""%[(n—1)+2] =n(n+1)2" 2

D’ou :

; 2 (Z) = n(n+1)2">

Exercice 4. Combien y a-t-il d’applications strictement croissantes de [1,p] a [1,n] (ou
1<p<n)?

Solution d’exercice 4.

Une application strictement croissante est injective, et I'ordre de ses images est imposé.
Elle est donc entierement déterminée par le choix de son ensemble image, qui est une partie de
[1,n] & p éléments.

Il y a autant d’applications strictement croissantes que de sous-ensembles de cardinal p

dans un ensemble de cardinal n, soit (Z) [l

Exercice 5. Pour un ensemble F fini de cardinal n > 1, on note u,, le nombre d’involutions

de F, c’est a dire d’application f : F — FE telle que fo f = idg.

a) Calculer uy, ug, et us.
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b) Pour tout n € N*, montrer que
Upto = Ups1 + (N + 1)uy,.

Solution d’exercice 5.
a) up =1, up =2, ug = 4.
b) Soit E un ensemble de cardinal n + 2. Fixons un élément a € E. Pour construire une

involution f sur E, on distingue deux cas disjoints selon I'image de a :

— Cas 1 : a est un point fixe (f(a) = a).
La restriction de f a I'ensemble F'\ {a} est alors une involution sur un ensemble de

cardinal n + 1. Il y a donc u,, 1 possibilités.

— Cas 2 : a n’est pas un point fixe.
Il existe un élément b € E \ {a} tel que f(a) = b. Comme f est une involution

(f(f(a)) = a), on a nécessairement f(b) = a. La paire {a,b} est donc échangée.

— Il'y an+1 choix possibles pour I’élément b (parmi les n+ 1 éléments restants).

— Une fois a et b fixés, on doit construire une involution sur le reste de I’ensemble

E\ {a,b}, qui est de cardinal n. Il y a u,, facons de le faire.

Iy a donc (n+ 1) X u, possibilités pour ce cas.

En sommant les deux cas, on obtient la relation de récurrence :

Unt2 = Unt1 + (0 + 1)uy.

Exercice 6. Soit n € N*.
a) Combien y a-t-il de surjections de [1,n] dans [1,n]?
b) Combien y a-t-il de surjections de [1,n + 1] dans [1,n]?

c) Combien y a-t-il de surjections de [1,n + 2] dans [1,n]?

Solution d’exercice 6.

a) nl
b) ("3 - nl

¢) On regroupe les éléments de ’ensemble de départ pour se ramener a une bijection entre n
"paquets” et ’ensemble d’arrivée. Comme il y a n+ 2 éléments au départ et n a I'arrivée,
il y a deux fagons de former ces paquets (ce sont les partitions de l'entier n + 2 en n

parties) :
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— Cas 1 : Un paquet de 3 et n — 1 paquets de 1.
On choisit les 3 éléments a regrouper : (”;’2) Il reste n paquets distincts a envoyer

bijectivement sur 'arrivée (n! choix).

2
Soit : (n;— )xn!

— Cas 2 : Deux paquets de 2 et n — 2 paquets de 1.
On choisit 4 éléments parmi n + 2 : ("IQ). On divise ces 4 éléments en deux paires
(il y a 3 fagons de le faire : ab/cd, ac/bd, ad/bc). Les autres éléments sont seuls. On

a ainsi n paquets a envoyer bijectivement (n! choix).

Soit : 3(711—2) X n!
ol [<n+2) +3(n+2>]
3 4 ]

Exercice 7. Pour n € N*| on note m, le nombre de partitions d’un ensemble de [1,n]. On

Au total :

rappelle qu'une partition d’un ensemble E est un ensemble de parties non vides et deux a deux

disjoints, dont la réunion est E. On note, de plus, my = 1.

a) Calculer m, 7o, et 3.

b) Démontrer que, pour tout n € N, on a

" /n
Tp+1 = Z (k>7Tk
k=0

Solution d’exercice 7.

a) m =1, m =2 w3 =05.

b) Soit E un ensemble a n+ 1 éléments, notons xy un élément fixé de £ (par exemple n+1).

Dans toute partition de F, il existe une unique partie A qui contient xy. Notons £ le
nombre d’éléments de E qui ne sont pas dans A. Ces éléments forment un sous-ensemble
E' = E\ A inclus dans E \ {zo} (qui est de cardinal n).

Ainsi, k peut prendre n’importe quelle valeur entiere entre 0 (si A = E) et n (si A = {x0}).

Pour un k fixé, construire une partition revient a :

— Choisir les k£ éléments qui composeront E’ parmi les n éléments disponibles dans
E\ {zo}. Iy a (}) choix possibles.
— Choisir une partition de cet ensemble E’. Il y a 7 possibilités.

— (Les éléments restants forment alors automatiquement le bloc A avec x).
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En sommant sur toutes les valeurs possibles de k, on obtient la formule :

Tp+1 = Z (Z)Wk

k=0

xerci . On considere oules identiques qu’on désire de ranger dans n boltes numérotées.
Exercice 8. O d boules ident ‘on d d d boit t

Combien y a-t-il des rangements distincts ?

p+n—1
n—1 /) O

Exercice 9. [Formule d’inversion de Pascal] Soient (a,)nen €t (bn)nen deux suites de réels
n

telles que, pour tout n € N, a, = (Z) b,. Montrer que, pour tout n € N, on a

Solution d’exercice 8.

Solution d’exercice 9.

On se place dans 'espace vectoriel F = R[X] des polyndémes. Considérons ’endomorphisme
¢ (opérateur de translation) défini par ¢(P)(X) = P(X + 1).

Dans la base canonique B = (1, X, X?,...), la matrice M de ¢ a pour coefficients m;1 j41

(ligne i+1, colonne j+1) les coefficients du binome issus du développement de ¢(X7) = (X +1)7 :

() sii<j (ou()) :=1)

0 sinon.

mMi41,5+41 =

La relation de 1’énoncé a,, = ZZ:O (Z) , S’interpréte matriciellement par A = ‘M B, ou A =
Hag,ay,...) et B ="™bg,by,...) sont les vecteurs colonnes des suites (a,,) et (by,).

Pour inverser la formule, on écrit B = ‘M ' A. La matrice M ! correspond a ’application
réciproque ¢!, qui est la translation P(X) — P(X — 1). Les coefficients de M ! sont donnés
par le développement de (X — 1) :

(Mg = Q™ i<

sinon.

Ce qui donne la relation cherchée :

o B %) B n - i
bn = Z(tM Dnttppray = Z(M D pt1me1ap = Z(—l) p( >ap‘

p=0 p=0 p=0
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Exercice 10. On note d,, le nombre de permutations d'un ensemble E de cardinal n ne laissant

aucun point fixe.

a) Montrer que, pour tout n € N, on a

b) En déduire que pour tout n € N,

k=0

¢) En déduire que le nombre de permutations de F, laissant exactement p points fixes
(0<p<n)est

n! g (—1)*
| |
phe= k!
Solution d’exercice 10.

a) Soit F un ensemble de cardinal n. Notons G I'ensemble des permutations de E. Pour
toute permutation 0 € &g, notons F, = {x € E' | o(x) # x} 'ensemble des points qui ne
sont pas fixes. La restriction de o & F, est un dérangement ($557HE%1) de F,.

On partitionne &g selon I'ensemble F,. Pour un sous-ensemble A C FE fixé de cardinal
E (0 < k < n), le nombre de permutations dont I’ensemble des points non fixes est

exactement A est égal au nombre de dérangements sur A, soit d.

Commeil y a (Z) facons de choisir un sous-ensemble A de cardinal k, on a par sommation

Gy = zn: (Z) dy — n! = zn: (Z)dk.

k=0 k=0

sur k :

b) Par Exercice 9.
c) Pour construire une permutation ayant exactement p points fixes :

— On choisit d’abord I’ensemble des p points fixes parmi les n éléments : il y a (;L)
choix possibles.
— Sur les n — p éléments restants, la permutation ne doit avoir aucun point fixe. Il

s’agit donc d'un dérangement d'un ensemble de taille n — p. Il y a d,_, possibilités.

Le nombre total est donc :

n n! n! L (=1)F  nl KR (—1)*
(p)d"‘p‘zﬂ(—d""’_—ﬁx(”_p)! P Skt

n—p)! pl(n —p)! -

3

O
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Exercice 11. [Théoreme de Dirichlet] Soit x € R.

a)

b)

c)

Soit N € Z tel que N > 2. Montrer qu’il existe des entiers p,q avec 1 < g < N tels que
lgz —p| < 1/N.

(Indication : on pourrait appliquer le principe des tiroirs pour les nombres réels z; =
kx — [kx] € [0, 1], avec k € [0, N]. )

On suppose que x est irrationnel. Montrer qu’il existe une infinité de nombres rationnels
p/q tels que
1
q q

Montrer que le résultat tombe en défaut si x est rationnel.

tomber en défaut "=" étre faux

Solution d’exercice 11.

a)

Considérons les N + 1 réels définis par la partie fractionnaire des multiples de x :
up = {ka} = kx — |kx| € [0,1], pour k€ {0,1,...,N}.

Divisons l'intervalle [0, 1] en N sous-intervalles (les "tiroirs”) de longueur 1/N :

g 7+1 .
L= ]=— —|, our j €40,...,N —1}.
j { NN { pour j € { ¥
D’apres le principe des tiroirs, comme il y a N+1 points u;, a répartir dans N intervalles /;,
il existe nécessairement au moins deux indices distincts k; et ky (disons 0 < k; < ks < N)
tels que uy, et uy, appartiennent au méme intervalle I;.

La distance entre ces deux points est donc strictement inférieure a la longueur de l'inter-

valle :
1

|Uk;2 — uk.1| < N

En remplagant par leur expression :
1
(ko2 — |koz]) = (kaz — [k ])] < &

Posons ¢ = ky — k1 et p = |kox| — [k12]|. Comme 0 < k; < ks < N,onabien 1 < g < N.
De plus, p est entier. L’inégalité devient :

| _|<_1
x .
q p N

Montrons maintenant qu’il existe une infinité de rationnels distincts satisfaisant cette
condition. Supposons par ’absurde qu’il n’y en a qu'un nombre fini, notés r,79,...,7m.
Comme z est irrationnel, x # r; pour tout 4, donc |x —r;| > 0. Posons € = minj<;<,, | —

7”1'| > 0.
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Choisissons un entier M assez grand tel que 1/M < e. En appliquant le résultat de la

question a) avec cet entier M, on trouve une fraction p/q avec 1 < ¢ < M telle que :

Cette fraction p/q est donc une solution qui est strictement plus proche de x que tous les

r;, elle est donc distincte de tous les ;. Or, comme 1 < ¢ < M, on a

p‘< 1 <1
r— = — < —.
q| Mq " ¢

Ceci contredit I’hypothese selon laquelle I’ensemble des solutions était fini.

a

c¢) Soit z € Q. On peut écrire ¥ = ¢ avec a € Z,b € N*, pged(a,b) = 1. Considérons une

fraction § quelconque telle que ’5’ #x.0n a:

a p|_ lag—bp|
bg

Comme = # p/q, le numérateur est un entier non nul, donc |ag — bp| > 1. Ainsi :

x_fz‘>_

1
q| ~ bg

Pour que 'inégalité ‘x — §

< q% soit vérifiée, il faudrait que :

! < ! — q<b

bg ~ ¢* =
Comme b est fixé, il n’y a qu'un nombre fini de dénominateurs ¢ possibles (et donc un
nombre fini de rationnels p/q proches de x). Le résultat de la question b) ne tient donc

plus. 0

Exercice 12. On considere r drapeaux distincts et n poteaux numérotés, suffisamment grands

pour accueillir les r drapeaux.

a) On suppose r = 2 et n = 2. De combien de fagons peut-on disposer les drapeaux sur les

poteaux (on tient compte de l'ordre des drapeaux sur chaque poteau)?

b) Méme question dans le cas général. On pourra raisonner par récurrence sur r.

Solution d’exercice 12.

a) Comme le montre la figure, il y a 6 facons au total :

b) Montrons par récurrence sur r que le nombre de dispositions est :

(n—i—r—l)!’

N(n,r) = =1
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Disposition de 2 drapeaux sur 2 poteaux (r=2,n=2)
Total = 6 fagons

Cas1l Cas 2 Cas 3

[ ] [ ] [ ]
[ | =] [ ]

Cas 4 Cas 5 Cas 6

[ |
[ ]

Pl

Initialisation : Pour r = 1, on a n choix (un pour chaque poteau). La formule donne n.
Cest vérifié.

Hérédité : Supposons que pour r drapeaux, le nombre de fagons soit N(n,r) = n(n +
1)...(n+7r—1). Considérons maintenant r + 1 drapeaux. On place d’abord les r premiers
drapeaux. Il y a N(n,r) configurations possibles. Dans une configuration donnée, notons
k; le nombre de drapeaux sur le poteau i (avec > k; = r). Le (r + 1)-itme drapeau
peut étre inséré a différents endroits sur chaque poteau ¢ : tout en bas, tout en haut, ou
entre deux drapeaux existants. Pour un poteau portant déja k; drapeaux, cela crée k; + 1
emplacements possibles.

Le nombre total d’emplacements disponibles pour le (r 4 1)-ieme drapeau est donc la
somme des emplacements sur tous les poteaux :

n

Z(k’i—i-l):iki—i-ilzr%—n.
=1 =1

i=1

Ainsi, N(n,r + 1) = N(n,r) x (n + ). En utilisant I'hypothese de récurrence :
Nn,r+1)=[nn+1)...(n+r—1)] x (n+7r).

L’hérédité est démontrée.

Conclusion : Le nombre de facons de disposer r drapeaux distincts sur n poteaux est :

(n—l—r—l)!.

nn+1)...(n+r—1)= R
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Exercice 1.

a) Montrer que I'ensemble N des fonctions f : N — N presque nulles (c-a-d I'ensemble
FHN\ {0}) est fini) sont dénombrable.

b) Montrer que si A est un ensemble possédant au moins deux éléments, alors AN n’est pas

dénombrable.

Solution d’exercice 1.

[Généré par DeepSeek]
a) Soit By ={f :N— N| f(n) =0 pour tout n > k}. Alors

N® = U E,.

keN

Chaque E}, est en bijection avec N¥ (par restriction aux k premiéres valeurs). Comme
— NF est dénombrable (produit fini de dénombrables)
— Une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable
on conclut que N est dénombrable.
b) Supposons A a au moins deux éléments distincts a et b. Par 'absurde
Si AN était dénombrable, on pourrait énumérer ses éléments comme ( f,,),en. Construisons
g € AN par :
a , sifu(n) =",

b , sinon.

g(n) =

Alors g # f, pour tout n (diagonalisation de Cantor), contradiction. Donc AN n’est pas

dénombrable. ]

Exercice 2. Montrer que si A est un ensemble au plus dénombrable et B un ensemble infini,

alors AU B est en bijection avec B.

Solution d’exercice 2.
Nous allons construire explicitement une bijection entre B et AU B. Cas 1 : Si A est
dénombrable, écrivons A = {a,},>1. Comme B est infini, il contient un sous-ensemble dénom-

brable D = {b,,},,>1. Construisons la bijection par morceaux :

flo:D—AUD f|B\D:B\D—)(AUB)\(AUD):B\D
ban—1 = an, =T
bgn'—)bn.

27
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La réunion de ces applications donne bien une bijection f: B — AU B.
Cas 2 : Si A est fini, écrivons A = {ay, ..., ax}. on prend
f|D :D— AUD

an ,sil<n<k,
b, — _
bp_r , sin>k.

Les autres étapes sont identiques a celles du Cas 1. O

Exercice 3.
a) Montrer qu'un espace vectoriel sur Q de dimension finie non nulle est dénombrable.

b) Montrer que Q[X] est dénombrable.

Solution d’exercice 3.

a) Soit E un espace vectoriel sur Q de dimension n > 1. Choisissons une base (eq,...,e,)

de E. Alors tout vecteur v € E s’écrit de maniére unique :
n
v = g r;e; avecr; € Q.
i=1

L’application
f+E—Q"

n
v = Zriei = (T, Th)
i=1

est une bijection. Comme Q" est dénombrable (produit fini d’ensembles dénombrables),

FE est dénombrable.

b) L’ensemble Q[X]| des polynémes a coefficients rationnels peut s’écrire :

QX] = |J QulX]

ou Q,[X] = {Z arX® :ay € Q} est ’ensemble des polynomes de degré au plus n.

k=0
Pour chaque n > 0, Q,[X] est un espace vectoriel sur Q de dimension n 4+ 1 (de base
(1, X,...,X™)). D’aprés la question a), chaque Q,[X] est dénombrable.

Une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables étant dénombrable, on conclut que

Q[X] est dénombrable. u
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Exercice 4. On appelle nombre algébrique tout nombre complex racine d’un polyndéme non

nulle a coefficients rationnels.
a) Montrer que 1’ensemble des nombres algébriques est dénombrable.

b) Existe-t-il des réels non algébriques ?

Solution d’exercice 4.
a) Soit A I'ensemble des nombres algébriques. On a
A= U {zr € C: P(z) = 0}.
PeQ[X]

Pour chaque polynéme P € Q[X] de degré d, 'ensemble {z € C: P(x) = 0} a au plus d

éléments. Par conséquent, ’ensemble A est dénombrable.

b) Oui, parce que A est dénombrable, mais R est non-dénombrable. 0

Exercice 5. Soit ([,)sca une famille d’intervalles ouverts non-vides deux a deux disjoints.

Démontrer que A est nécessairement au plus dénombrable.

Solution d’exercice 5.

Pour chaque a € A, choisissons un rationnel r, € I, N Q. L’application

f:A=Q

ar— g

est injective car les intervalles sont deux a deux disjoints. Ainsi, A s’injecte dans Q, qui est

dénombrable. Par conséquent, A est au plus dénombrable. 0]

Exercice 6.

a) Montrer que I’ensemble des points de discontinuité d’une fonction monotone f : [a,b] — R

est au plus dénombrable. (Indication : on pourra considérer les ensembles J(n) = {z €
Ja, o[+ [f(z+) = f(z—)| > 1/n}.)
b) Qu’en est-il pour une fonction réelle monotone définie sur R tout entier ?
Solution d’exercice 6.

a) Soit f : [a,b] — R une fonction monotone (croissante, sans perte de généralité). Soit A =
{z €la,b[: f(x—) # f(z+)}. Alors, il suffit de montrer que A est au plus dénombrable.
Méthode 1 : Pour n € N*, posons

J(n) ={x €la,b: |f(z+) = flz=)[ > 1/n}.
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Comme f est croissante, le nombre de points ou le saut dépasse 1/n est fini. En effet, si

x1 < -+ < xp sont dans J(n), alors

k
FO) = fla) = Y (flait) = flaim)) > k/n,
i=1
donc k < n(f(b) — f(a)). Ainsi, J(n) est fini. A = J J(n) est une réunion dénombrable
n=1
d’ensembles finis, donc au plus dénombrable.

Méthode 2 : Pour chaque x € A, on associe l'intervalle ouvert non vide

Ly = (f(z=), f(z+)).

Siz <y, alors f(z%) < f(y™), donc I, N I, = @. Ainsi, {[, : © € A} est une famille

d’intervalles ouverts deux a deux disjoints. D’apres I'exercice 5, A est au plus dénombrable.

b) Soit f: R — R monotone. Pour tout n € Z, notons D,, ’ensemble des points de discon-
tinuité de f dans lintervalle [n,n + 1]. D’apres a), chaque D,, est au plus dénombrable.

L’ensemble total des points de discontinuité est |J D, qui est une réunion dénombrable
nez
d’ensembles au plus dénombrables, donc au plus dénombrable. ]

Exercice 7. Soit € un ensemble non vide et F une partie de P(€2).

a) Montrer que l'intersection d’une famille non vide quelconque de tribus sur €2 est encore

une tribu.

b) Montrer qu’il existe des tribus sur €2 contenant F, et que l'intersection de toutes ces

tribus, qu’on note o(F), est la plus petite tribu sur 2 contenant F.
¢) Montrer que la réunion de deux tribus n’est pas toujours une tribu.

La tribu o(F) est appelée tribu engendrée par F.

Solution d’exercice 7.

a) Soit I quelconque non vide et (F;);er, Fi est une tribu sur Q, I quelconque non vide.
A = [ F; est une tribu sur Q car :

i€l
i) Q€ F; pour tout i € I, donc Q2 € A.
ii) Si A€ A, alors A € F; pour tout i € I, donc A® € F; pour tout i € I, donc A° € A.
iii) Si (Ap)n>1 est une suite d’éléments de A, alors pour tout n > 1, A, € F; pour tout

i€l,donc |J A, € F; pour tout i € I, donc |J A4, € A.

n=1 n=1

b) {7 : T est une tribu sur Q contenant F} est une famille non vide car P(£2) en fait partie.
D’apres a),

o(F):= ﬂ T

T tribu
TOF
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est une tribu sur Q. Par construction, o(F) contient F. Si G est une tribu sur €2 contenant

F, alors par définition de U'intersection, o(F) C G. Donc o(F) est la plus petite tribu sur

() contenant F.

c) Soit A et B deux parties de € telles que ANB # @, A¢Z Bet B¢ A.

y

Soient F; = {@, A, A® Q} et F, = {@, B, B®,Q}. Alors F, et F, sont des tribus sur 2.
Cependant, F; U F, n’est pas une tribu sur €2, car AU B n’appartient pas a F3 U Fa. g

Q

Exercice 8. Soit (£2,.4,P) un espace probabilité et f une application de {2 dans un ensemble
Q.
a) Montrer que A' = {B C Q' : f~1(B) € A} est une tribu sur €. On Pappelle tribu image
de A par f.
b) Montrer que P; : B € A" — P(f'(B)) est une probabilité sur (€', A’). On Pappelle
probabilité image de P par f.

Solution d’exercice 8.

a) Soit B; € A" pour i € I, ou I est un ensemble quelconque non vide. Alors, par définition
de A, f~Y(B;) € A pour tout i € I.
— Comme Q € A,ona f71(Y)=0Q¢€ A, donc Q' € A
— Si B € A, alors f~1(B) € A. Par conséquent, f~1(BY) = (f~%(B))° € A, donc
BYe A.
— Si (By)n>1 est une suite d’éléments de A’, alors pour chaque n > 1, f~(B,) € A.

Donc,
o (0) - O e
n=1 n=1

ce qui implique que |J B, € A

n=1

Ainsi, A’ est une tribu sur (V.

b) Définissons I’application

]P)f A — [O, 1]
B = P(f(B)).

Nous vérifions que Py est une probabilité :
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— Positivité : Pour tout B € A, P;(B) =P(f'(B)) = 0 car P est une probabilité.
— Normalisation : Pr(Q') = 1 car P¢(Q)) =P(Q) = 1.

— Addition : On considere une suite (B,,),>1 d’éléments de A’ deux a deux disjoints.
Alors,

Vk#£i, fUB)NfYB)=f"B:NB)=2.
On ainsi trouve que

P; (U Bn> =P <f1 (U Bn>) =P (U fl(Bn)> =Y P(f1(Bn) = > _Py(Bn)

n=>1 n=>1 n>1 n=1 n>1

Ainsi, Py est une probabilité sur €.

Exercice 9. On souhaite démontrer qu’il n’existe pas de probabilité P sur I’espace probabili-
sable ([0,1],P([0,1])) telle que,

— pour 0<a<b<1,P([a,b])=b—a;
— poura € Ret £ C[0,1] telsque a+ E C [0,1],on a P(E +a) =P (E).
On raisonne par ’absurde et on suppose qu’'une telle probabilité existe.
a) Montrer que x ~ y si x — y € Q définie une relation d’equivalence sur R.
b) Considere l'espace quotient [1/3,2/3]/~. Pour chaque classe d’equivalence ¢ € [1/3,2/3]/~,
on choisit z. € [1/3,2/3] tel que z. € ¢. On pose
X ={z.€[1/3,2/3] : c € [1/3,2/3]/ .}
Pour r € QN [—1/3,1/3], on pose

X, ={r+r:ze X}

Montrer que
—sir,r €eQN[=1/3,1/3],r #r" ona X, N X, =,

— [1/3,2/3] C U X, clo1].
reQn[—1/3,1/3]

c) Conclure.

Soit B la tribu sur [0, 1] engendrée par [a,b] avec 0 < a < b < 1. En théorie de la mesure, on va
construire une telle probabilité P sur B. La tribu B est appelée tribu de Borel. La probabilité

P est appelée la mesure de Lebesque.
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Solution d’exercice 9.

a) Vérifions les propriétés d’une relation d’équivalence :
— Réflexivité : Pour tout r e R, x —x =0 € Q, donc = ~ x.
— Symétrie : Siz ~y, alors z —y € Q. Donc y —x = —(z —y) € Q, donc y ~ .
— Transitivité : Siz ~y ety ~ z,alorsx —y € Qet y— 2z € Q. Donc x — z =
(x—y)+ (y —2) € Q, donc = ~ z.
Ainsi, ~ est une relation d’équivalence sur R.

b) — Si X, NX, # @, alors il existe y € X, N X,..

y e X, = y=r+ x,avec certain z; € X,

y € X,» = y=1"+ 19, avec certain z, € X.

Donc
0=(r—a)— (' —a2) = (12 —21) + (r —7") = 21 ~ 12,
Comme x1,29 € X,onax; =xy = r =1, ce quiest absurde. Ainsi, X, NX, = .

— Pour tout r e QN [-1/3,1/3], X, =r+ X C [0, 1]. Donc, U X, C [0,1].
reQn[—1/3,1/3]

1/3,2/3/= |J c=Je

c€[1/3,2/3]/~ zeEX

De plus, on a

Pour chaque ¢, pour tout y € ¢ = {z.+7:r € Q}N[1/3,2/3],onay = z.+r
avec certain r € Q. On déduit que r € [—1/3,1/3] car y,z. € [1/3,2/3]. On a alors
y € U X,. Donc

reQn[—1/3,1/3]

Veel1/3,2/3]/., cc |J X. = [3.28c J X
reQn(—1/3,1/3] reQn(—1/3,1/3]
c¢) Sl existe une probabilité P sur ([0, 1], P([0,1])) telle que
— pour 0<a<b< 1, P([a,b]) =b—a;
— pour a € Ret £ C[0,1] tels que a+ E C [0,1], on a P(E + a) = P(F).

On a U X, € P(2), mais
reQn[—1/3,1/3]

P U X, | = Z P(X,) (par o-additivité)
reQn[—1/3,1/3] reQn[—1/3,1/3]

= > PX)

reQn[—1/3,1/3]

0 L siP(X)=0
+oo L, siP(X)>0

Y
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Or, parce que [1/3,2/3] C U X, C[0,1], on a
reQn(—1/3,1/3]

1/3="P([1/3,2/3]) <P U x| <P(o1)=1,

r€QN[~1/3,1/3]

Ceci est une contradiction. Dong, il n’existe pas une telle probabilité P. =



TD 4. Espace probabilité

Exercice 1. Prouver ou refuter I’égalité suivante :

< ) (k+22>(2n—k—22)7v0<k<n’
— n—=k—1

avec la convention que 5

Mw

+2 =1 lorsque k£ =i = 0.

Solution d’exercice 1.

On y expose 2 méthodes.

— Meéthode 1 : On considere la fonction génératrice. On définit

> A k+ 20\ (2n—k — 20\
sz ( ><n—k—z’)x‘

n=0 =

Alors on peut seulement demontrer que le coefficient de ™ égale ( 2n )
n—k

Eoo(k+20\ <= [2n—k—2\ ,
k+2( i )Z (n—k—i)x
n=i+k
ko (k420 opes (k+20\
k+2z( i ) Z( l )x

On trouve que

k+2i %

1SS . o0
Ici on note Ap(z) = 3 - (*5%)2™t* By(z) = 3 (*+*)2!. Maintenant, on va demontrer
i=0 =0

que

Ak(m):x%#)k Bk(m):\/ﬁ(l_éﬁ)k

On définit les fonctions génératrices formelles :

1 (1—@)’“

2

On vérifie les cas particuliers :
— Cas k =0 : On développe (1 — 4z)~'/2 en série formelle :
e N3
(1 —4z)" V2 = ; ( n?) (—4z)"

ou le coefficient binomial généralisé est

(—g) ()3 -1 (-3 —n+1) 1350 (20 1)

n) n! = (=17

35
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Par Iidentité 1-3-5---(2n — 1) = 2% . 47 on obtient
—1 o) (2
n (n!)? n

u—qmrv%zfi(iﬁxnzBd@.

n=0

Ainsi, on a

D’autre part, to(z) = ﬁ, donc By(z) = to(x).

— Cas k£ =1 : On a directement

! 1_¢Trﬂt:i(u—4@*ﬂ—1y

V1 —dx ' 2z 2z

En utilisant By(x) = (1 — 42)~'/2, on trouve

-5 (50 ) 50

n=0

tl(.CU) =

Par le changement d’indice m = n — 1, on obtient

tﬂmzzéfi(2jjf)ﬂV:§§<%t;1>ﬂ”:Bﬂ@.

m=0 m=0

On établit la relation de récurrence par l'identité de Pascal :

k4242l k4142 E+1+2
! - ! Lo )

1

X

d’ou on déduit

By 1a(x) (Brs1(x) — Bi(x)).

On vérifie que t(x) satisfait la méme relation :

() = © (txsa() — 14(2)

On prouve I'égalité par récurrence : supposant By(z) = tg(z) et Byii(z) = tg1(z) pour

un k£ > 0, on obtient

1
Bjia(z) = E(tk+1($) — 1k (2)) = trya(2).
On conclut que pour tout k& € N,

x (k+2gzl_ 1 (1—4/1—4x>k
“\ I VI 2

=

De la méme manieére on a

2

o= (257F)
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1 —dx 2

_ xki (2145%)33,
=0
oo 2 .

n=0

o (1-@)’“

qui implique la formule qu’on veut par comparer les coefficients.

Méthode 2 : On démontre I'identité combinatoire par décomposition de chemins sur une
grille, en utilisant le principe de réflexion. On considére les chemins de (0,0) & (2n, —2k)
avec pas (1,1) (montée) ou (1, —1) (descente). Le nombre total de tels chemins est (,*"),
correspondant au membre gauche de I'égalité.

On observe que chaque chemin atteint pour la premiere fois la ligne y = —k en un temps
T vérifiant k < T' < 2n—k avec T'— k pair. Pour le sous-chemin initial de (0,0) a (T, —k),
on utilise le principe de réflexion. Le nombre total de chemins sans restriction est ( é )
Les chemins touchant y < —k avant T sont en bijection avec les chemins de (0, —2k) a
(T, —k) par réflexion par rapport a y = —k, ce qui donne ( é ) chemins. Ainsi, le nombre

de chemins avec premiere atteinte en 71" est

EANENRTEA!

Pour le sous-chemin final de (T, —k) a (2n, —2k) sans restriction, on a ((g?ﬁ;{k) chemins.
2

On somme sur tous les T admissibles en posant T = k£ + 2i ou ¢ > 0. On obtient
T—k _ ; kE _ _k_ T\ _ (k+2i 2n—T _ (2n—k—2i .
alors =~ =i, 7 = PGS (T;k) = ( ; ), et ((2n—2T)—k> = (n_k_i ) Les contraintes

k<T <2n—kimpliquent 0 < i < n—k, dou

2n _”Z"“ ko (k+2i\ (2n—k—2i
n—k) Zk+2\ i n—k—i)

Dans le cas particulier £ = 0, on interprete le terme ¢ = 0 avec g =1, et les termes 7 > 1

s’annulent, ce qui conserve I'égalité. 0

Exercice 2. Soit (A, )nen une suite d’événements d’'un espace probabilisable (€2,.4).

a) Montrer que ’ensemble B des éléments de €2 qui appartiennent a une infinité d’événements
A, et 'ensemble C' des éléments de €2 qui appartiennent a tous les événements A, sauf

un nombre fini sont des événements, en exprimant a ’aide des symboles N et U.

Notation : B = lim A4, et C = lim A,. On dit que la suite (A,),en converge, si

n—0o0 Nn—00

lim A, = lim A,. Dans ce cas, on note simplement lim A,,.
n—oo n—o0 n—o0
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b) Montrer que si la suite (A,,)nen converge, alors

lim P(A,) =P < lim An> :

n—oo n—o0

Solution d’exercice 2.

a)
- (0a c-UA

n=01i=n n=01i=n

b) Il est évident que |J A; D> |J A, donc

1=n 1=n+1

P(B) = nh—>r£10 U A > limﬁsupIP’ (A,) .

De la méme maniere, P (C') < liminfP (A,,). Parce que la suite (A, ),en converge, B = C,
n—o0

donc

P(B) = lim P(A,).

n—oo

Exercice 3. Soit (A,)nen une suite d’événements d'un espace probabilité (2, A, P).
a) (Premier lemme de Borel-Cantelli) On suppose que la série Y P(A,) converge.

oo 0
Montrer que I'événement [ |J A, est négligeable.
k=0 p=k

b) (Second lemme de Borel-Cantelli) On suppose que la série Y P(A,,) diverge et que

(o oo o)
les événements A,, sont mutuellement indépendants. Montrer que I’événement (| |J 4,
k=0 p=k

est presque siir.

c) En déduire que si les événements A,, sont mutuellement indépendants, alors la probabilité
o0 o0
de I’événement (] |J A, ne peut étre que 0 ou 1.
k=0 p=k

Solution d’exercice 3.

a) Par la définition de convergence, Ve > 0, IN,¥n > N, > P(A;) < &, du coup

i=n

n=01i=n
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b) En sachant que les ensembles AY sont mutuellement indépendants,

(300

= F (ﬁ AS’)

i=n

= ILm ﬁ]P’ (AF)

= nhj{.loH (1-P(4))

< i —P(4i)
< 1]
= 0.

c) Evident en combinant a) et b). 0

Exercice 4. Une piéce de monnaie tombe sur pile avec la probabilité p(0 < p < 1) et sur face
avec la probabilité ¢ = 1 — p. On la lance une infinité de fois. Montrer que, pour tout m > 1, il

apparait une infinité de séquences de m piles consécutifs de la fagon presque stire.

Solution d’exercice 4.
On défini &, € {P,F} le résultat du n-iéme lancement, et on note A4, = {§, = -+ =
&n4m—1 = P}. On considere une suite d’événement : (B, = Ay n—1))nen+- 1l est évident que les
m

événements dans cette suit sont mutuellement indépendantes. On sais aussi P (B;) = p™.

[o¢] [o¢]
On note C' I'événement dans cette question, alors C'= [ |J A;, donc
n=01i=n

P(C)=P (ﬁ OAi) :Ji_}rgoP<GAi> = lim P,

n=0i=n i=n

Pn::IP’<GAZ-> >]P’< G Bi) —1- ﬁ (1-P(B)) = 1.

i=n—+1 i=n+1
Donc, P (C) = 1. Cela implique que il apparait une infinité de séquences de m piles consécutifs

de la facon presque stire. 0]

Exercice 5. Soient Ay,..., A, des événements d’un espace probabilité (2, A, P). Montrer que

P (O Ai> < min (i P(A)— Y PAN Ak)) .

1<i<n,i#k
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Solution d’exercice 5.

Pour chaque k € [1,n] fixé, on a

p (U AZ) ((MA) \Ak) P Ay

- (U ANAR) ) +P(Ag)

P (A\Ag) + P (Ag)

M

z;ék
=Y (P(A) —P(AiNA)) + P (Ay)
ik
= )= P(ANA).
1=1 i#£k
En minimisant le membre de droite sur k£, on obtient I'inégalité voulue. O

Exercice 6. Soit (A,)nen une suite d’événements d’'un espace probabilité (€2, A, P), mutuelle-

ment indépendants. On suppose que, pour tout n € N, P(4,,) = .
(n+2)2
a) Calculer P(|J A,).

neN
b) Calculer la probabilité qu'un seul des événements A,, se réalise.
Solution d’exercice 6.
a) On calcule directement :
n+1)(n+3) 1

P(UAn> :1—H(1—P(An)):1—H( miar C %

n=>0 n=0 n=0

b) On note p le résultat qu'on obtient de la question a) et P la probabilité qu'un seul des

événements A,, se réalise.

p:p<U (AnmﬂAg» =S P (A,) [P (AS) = (1_p>zﬁ(<jc>) _3

n=0 i#n k#n

Exercice 7. Soient Ay, Ay, -+ | A, des événements d'un espace probalilité (€2, A4, P).

a) Montrer que P(A; U Ay) - P(A; N Ag) < P(A4;) - P(As).
b) Pour k € [1,n], on considere 'événement Cj, : appartenir a A; pour au moins k valeurs

de l'indice 7 entre 1 et n. Montrer que

[P < T]PA)
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Solution d’exercice 7.
a) Onnotea =P (A1\Ay),b=P(A; N As),c=P(A\A,),alorsa,b,c > 0.1l faul seulement
démontrer (a + b+ c)b < (a+b)(b+ c¢), qui est évident.
b) On définit K, Z 14, et C&™ = {K,, > n}. On a alors

CUY = Ky > b} = {K, > kYU ({K, > k=130 Agpa) = O U (G 0 Agya).

Par récurrence, il suffit de montrer que
n+1

H P(ci) < li[lp () P (Aus).

Puisque C\, 5 C, on a CI™Y = ¢ U (C) N Apyq) et CF = O N Ay =
C’T(Ln_)l nct n A,+1. D’apres question a), on obtient

n n n

P ()P (CY) <P(C) P (I N A )

De la méme maniere, pour tout m € [0,n — 1], on a

;ﬁp (C,gnﬂ)) < lf[lp <C;£n+1)> H IP( > P(CO N Apya) .

En prenant m = 0, on obtient I'inégalité Voulue. ]

Exercice 8. Soient b et n deux entiers naturels non nuls. Une urne contient b boules blanches
et n boules noires. On tire au hasard et sans remise les boules jusqu’a ce qu’on obtienne pour la
premiere fois une boule d'une couleur diffférente des précédentes. Celle-ci est alors remise dans
I'urne. On reprend alors la procédure au début. On continue ainsi jusqu’au tirage de la derniere
boule (si a la fin, il ne reste plus que des boules d’'une seule couleurs, on les tire toutes).

Montrer que la probalitié que la derniere boule tirée soit blanche est %

Indication : on pourra raisonner par récurrence sur n + b.

Solution d’exercice 8.

Par récurrence sur n + b. On suppose que les cas dont n + b est petit sont démontrés.

Pour le premier groupe de tirer, on défini 3 événements : N I’événement qu’on tire toutes
les boules noires d’un coup, B ’événement qu’on tire toutes les boules blanches d’un coup, et
A les autres situations, alors A, B, N sont mutuellement disjoints, P(AUBUN) = 1.

On note D I'événement que la derniere boule tirée est blanche, alors P (D|B) = 0,P (D|N) =

b
1, et par récurrence on sait que P (D|A) = 1. On peut compter que P (B) =P (N) = n ),
n

donc

P (D) = P(D|A)P(A) + P (D|B)P(B) + P (D|N)P(N) = %(1 — 2P (N)) +P(N) = % -
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Exercice 9. Un avion comporte n siege (n > 2). Chacun des n passagers a une place qui est

réservée.
— Le premier passager arrive. Il est distrait et s’installe a une place choisie au hasard.

— Les passagers suivants quand ils arrivent s’installent a leur place sauf si celle-ci est déja

occupée, auquel cas ils choisissent une place au hasard parmi les places restantes.

Déterminer la probabilité que le n-ieme passager s’installe a sa place.

Solution d’exercice 9.

On va démontrer par récurrence que cette probabilité est % Le cas de n = 2 est simple.
On suppose que les cas de 2,...,n — 1 sont déja démontrés.

On numérote les places par le numéro du passager correspondu. Il y a 3 possibilité de la
place que le premier passager choisit :

Si elle est la place 1, alors chaque passager choisit sa place, de méme pour le dernier
passager.

Si elle est la place n, alors le dernier passager ne peut pas choisit sa place.

Si elle est la place m qui n’est pas la place 1 ni la place n, alors les passagers avec le numéro
dans 2, m — 1] choisissent leur places, et la situation pour les autre n — m + 1 passagers est
méme que le cas de n —m + 1, par récurrence on sait que la probabilité que le n-ieme passager

s'installe a sa place est 3

1
De la méme maniere de I'exercice 9 on sait que la probabilité est 7 0



TD 5. Variable aléatoires

Exercice 1. Soit X une variable aléatoire discrete a valeurs dans N et f : N — Z définie par

si n est paire;

n

2
fln) =9~ ‘ o
<%, sin est impaire.

On pose Y = f(X). Déterminer la loi de Y dans les cas suivants :

Solution d’exercice 1.

a) Cas1:X ~G(p),X € N* p.s. (presque stir)
(D Support de Y : Y € Z p.s.
(2) Calcul des probabilités :

Vi e Z,P(Y = k) =P (f(X) = k)
(f(X)=k,2| X)+P(f(X)=k,21X)

P
P
P (X = 2k) + P (X = 2k — 1)
(1

—p)* plos1 +(1 — p) P L1z
—— ———
Tp>1 Tr<o
b) Cas 2 : X ~P(A),X € Nps.
@ Support de Y : Y € Z p.s.
(2) Calcul des probabilités :

Ve Z,P(Y = k) =P (f(X) = k)
=P(f(X)=k2[X)+P(f(X)=Fk21X)
P(X =2k)+P(X =2k —1)

N A2k N Al—2k
- 1 - 1,_
e 2)! 2k>0 1€ (1—2k)! 1-2k>0
Tr>o0 Tr<o

Exercice 2. Soient X et Y deux variables indépendantes suivant toutes les deux la loi géo-

métrique de parametre 1/2. Déterminer la probabilité des événements suivants :

P(X =Y), P(X>Y), P(X > kY),avec k € N* fixé.

43
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Solution d’exercice 2.
a) Calcul de P(X =Y):
P(X:Y):P(U{X:Y:k})
keN*

_iP(X_k,Y_k)

= ZIP’ (X =k)P(Y =k) (par indépendance)

[e's) 1 k 1 1
:Z(Z) =T 173

i
b) Calcul de P (X > Y) : Par symétrie et indépendance des variables, on all
PX>Y)=P(Y > X).
De plus, nous avons
1=P(X>Y)+P(Y >X)+P(X =Y)

1
=2P(X >Y)+ 3 (d’apres la question a) )
Donc

1
P(X>Y)=—52=

1
3
c) Calcul de P(X > kY) pour k € N* fixé :

P(X>ky):P(E|{X>k:Y,Y=y})

P (Iil{x > ky,Y = y})

= Z P(X > ky)P(Y =y) (par indépendance)

y=1

0 1 ky 1\Y
>() 6)

y=1
:i 1 <k+1>y: (%)k“ _ 1
~ 2 1— (%)k+1 2k+1 _ 1

1. Plus précisément

Xy x @y =x-v @y _x

SP(X>Y)=P(X-Y>0)=PY-X>0 =P >X).
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Exercice 3. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N*. On suppose que X est sans

mémoire, c¢’est-a-dire, pour k,/ € N, on a
PX>k+(|X>k)=P(X>1).
Montrer que X suit une loi géométrique.

Solution d’exercice 3.

Par définition de la probabilité conditionnelle, I’hypothese de non-mémoire s’écrit

P(X >k+(,X > k)
P(X > k)

=PX>/() = PX>k+{)=PX>kP(X>{).

On note ¢ =P (X > 1) € [0,1]. En prenant £ = 1 dans I’équation précédente, on obtient pour
tout £ € N,
PX>k+1)=PX>KP(X>0)=P(X >k)-q.

Par récurrence sur k, on déduit que Vk € N,P (X > k) = ¢*. La loi de X se déduit alors par
Ve NP(X>k) =P(X>k+1)-P(X>k) =¢" —¢"=¢(1—9).
En posant p = 1 — ¢, on reconnait bien la loi géométrique
VkeN*, P(X =k =(1-p""p

Ce qui montre que X ~ G(p). O

Exercice 4. On considere X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N, indépendantes,
de méme loi. On pose D = X —Y et [ = min(X,Y).
a) On suppose que pour k € N, P(X = k) = pg*, ou p €]0,1[ et ¢ =1 — p.
i) Déterminer la loi conjointe de (D, I).
ii) Déterminer les lois marginales de D et I.

iii) Vérifier que D et I sont indépendantes .

b) On suppose que les variables D et I sont indépendantes et que P (X = k) # 0 pour tout
k € N. Montrer qu’il existe p €]0, 1] tel que pour k € N,
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Solution d’exercice 4.

a) i) D€ Zps. IeNps. Alors, (D,I) € Z x N p.s. Calcul des probabilités : V(k,?) €
7 x N,
P((D,I)=(k,£))=P(X —Y =k,min (X,Y) =)

—LeP(X —Y =Y =0+ Lje \P(X Y =k, X =0)
+ 1 )P(X =Y =1Y)

— L P(X =k +0Y =0) + L\ P(X = 0,Y = — k)
F 1P (X =0, =)

Lo P(X =k + OP(Y =0) + Lie (P (X = O)P(Y =0 — k)
+ 1poP (X =0)P(Y =¢) (par indépendance)

= Lz pd"™ - pd’ + Ly pg” - pd ™" + Lico g - pd

_ p2q2é+|k|.

ii) Pour D, on a Vk € Z,

pq
P(D=k) =Y _P((D.0)=(k0) =Y p*¢" M =pg" Y g =
leN =0 =0 q

Pour I, on a V¢ € N,

P(I=10)=> P((D,I)= (k1) =p*q" (1 +2Zq’“> = pg*(1+q).

kEZ

iii) On vérifie que pour tout (k,¢) € Z x N,
P((D,I)=(k,0))=P(D=k)P(I=1).

C’est évident, donc D et I ne sont indépendantes.
b) 1l suffit de vérifie que pour tout k € N,
P(X +k+1)
P(X =k)
Par I'indépendance entre X et Y, et 'indépendance entre D et I, on on déduit
PX=k+1) PX=k+1)PY =k PX=k+1Y=k)

P(X=k  PX=kPY =k  PX=kY=F)

= Constante.

 P(D=11=k PD=1)P(=k)
TP(D=01=k PD=0P(I=k

D=1
= M =:q. (constante indépendante de k)

Ceci montre que X suit une loi géométrique de parametre p = 1 — g, car c’est la seule loi

diserete sur N vérifiant cette relation de récurrence. 0
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Exercice 5. Pour a < b, notons N,; le nombre de clients se présentant dans un magasin
dans l'intervalle de temps [a,b]. Si a < b < ¢, on suppose que les variables N, et N, . sont
indépendantes, et que pour n € N, la loi de N,, sachant N,. = n est B(n,p), avec p =
(b—a)/(c—a).
a) Montrer que pour k, ¢ € N,
P(Nyp=Fk)P(Ny,.=/¢ k+¢
( P’IENG,C):IS;&) '~ ( Z )pk(l -

b) En déduire qu’il existe une constante \ telle que pour n € N*, on a
A
}P)(Na’b = n) == —]P)(Na,b =nNn — 1)
n
c) En déduire que N, suit une loi de Poisson de parametre A.

Solution d’exercice 5.

a) En utilisant 'hypothese que N, 4, N, . sont indépendantes et que N, . = Nyp + Npe, 01 a
]P)(Na,b = k)IED(Nb,c :é) ]P)(Na,b:kaNb,c :é) ]P)(Na,b:kaNa,c: k+€)

P (Nae=k+1) P(Noe=k+0)  P(N,.=k+?)

k4 ¢
:P(Na,b:kwa,c:kﬂz):( N >p’f(1—p)f,

ou la derniere égalité vient de 'hypothese que la loi conditionnelle est binomiale.

b) Fixons ¢ > b et considérons deux cas particuliers :

Cas1l (k=n,(=0):

Cas 2 (k=n—-1,0=1):

P (Na,b =n — 1) ]P)(Nb,C = 1)
P (N, =n)

=np" (1 —p).

En divisant ces deux équations, on obtient

]P)<Na,b:n) _ 1 p P(Nb,c: ) A

1
P(Noy=n—1) n 1l—p P(Ny=0) n’
P ) P (Nb,c = 1)
1-p P(Npe=0)
c) Par récurrence,

ou A= est une constante indépendante de n.

La condition ) P (N, =n) =1 impose
n=0

P(Nyp=0)=e"

On retrouve donce bien la loi de Poisson

A7
P (Na,b = n) = Fe”.
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L]
Exercice 6. Soit P ’ensemble des nombres premiers. Pour s > 1, on note ((s) = > ni et X
n=1

une variable aléatoire a valeurs dans N* dont la loi est définie pour n € N* par

a) Justifier qu'on définit bien ainsi la loi d’une variable aléatoire.

b) Pour tout n € N*, on considere A, : « n divise X » Montrer que (A,),ep est une famille

d’événements indépendants. En déduire une preuve probabiliste de

o-I6-)

peEP

¢) Montrer que la probabilité qu’aucun carré différent de 1 ne divise X vaut @

Solution d’exercice 6.
n*S
a) Pour justifier que P (X = n) = —— définit une loi de probabilité, on vérifie :

¢(s)
— Positivité : Yn € N*,n™° > 0 et ((s) > 0 pour s > 1= P(n) > 0.

— Somme égale a 1 : Z]P’(in)zﬁin*szl
n=1 n=1
b) Calcul de la probabilité P(A,) : Vn € N,

P(A,) =P (X € nZ) <|_| {X-kn}) =Y P(X=kn)=)_ (122)_ =n°.

keN* keN* keN*

Indépendance des (A,),cp : 1l suffit de vérifier que pour tout k > 1 et py,...,pp € P

(k premiers distincts),

P (ﬁ Api) = ﬁP(Api> :

P(mApz> :]P)(p1|X,...,pk’X)

=P(p1---pe | X) (car pged(pr,- - ,px) = 1)
=P (Ap,.p,)

s

pk)

(p1-
S R
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Preuve de l'identité d’Euler : L’indépendance des {A,},cp implique celle de leurs

complémentaires. Ainsi
11 (1—]%) =[] P 47) :P(ﬂA§> :]P’(le):ﬁ.
pEP peEP peEP
On prenant l'inverse, on obtient 'identité
1\ !
g(s>:H<1_—s) :
pEP p

¢) En appliquant le méme raisonnement aux carrés des nombres premiers , on sait que les

événements {Ag2 }pep sont indépendants (car pged(ps, -+ ,p;) = 1). Donc
1 1
(> 20010) -2 ((146) -7 ()45) - T - T (1 ) = g
k>2 pEP peP pEP p C(2s)
ou le dernier égal vient du résultat de la partie b). 0

Exercice 7. Montrer que, si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes, suivant des
lois de Poisson de parametres respectifs A et pu, alors la somme X + Y suit une loi de Poisson

de parametre A\ + p.

Solution d’exercice 7.

[Généré par DeepSeek] Soient X ~ P(A) et Y ~ P(u) deux variables aléatoires indépen-
dantes. Pour démontrer que X +Y ~ P (A + i), nous procédons par calcul direct :

Pour tout k € N, la loi de X + Y est donnée par

P(X+Y =k =) P(X=iY=Fk—i)

1=0
k
= ZP (X =0)P(Y =k—1) (par indépendance)

O Kk
_¢€ i k—i
a2 ()
i=0
6_(>\+H)

= —— (M +p)F. (dapres la formule du bindéme)

Ce qui correspond bien a la fonction de masse d’une loi de Poisson de parametre A + pu.
Ainsi
X+Y ~PA+p).
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U

Exercice 8. Soient X et Y deux variables aléatoires sur le méme espace probabilité, a valeurs
dans N, p €]0, 1] et A > 0. On suppose que X suit la loi de Poisson de parametre A et que, pour
n € N, la loi conditionnelle de Y sachant {X = n} est la loi binomiale de parametre (n,p).

Déterminer la loi de Y.

Solution d’exercice 8.
1. Support de Y : Comme Y est conditionnellement binomiale sachant X = n et X est
a valeurs dans N, on a naturellement Y € N presque stirement.

2. Calcul de la loi marginale :

VkeN,P(Y:k):IP’(|_|{Y=k,X=n}>

neN

=Y P(Y=kX=n)

n=k

=Y P(Y=k|X=n)P(X =n)
n>k

_ n\ & nek A" 2
—Z(k)P (1-p) T
n=k

) A=) (M),
T © > CE

n>k

Ainsi, la variable Y suit une loi de Poisson de parametre Ap. 0

Exercice 9. On considére une variable aléatoire discrete N a valeurs dans N telle que pour
n € N, P(N =n) # 0. Si la variable N prend la valeur n, on procede a une succession de
n épreuves de Bernoulli indépendantes de parametre p €]0,1[. On note S et E les variables

aléatoires représentant respectivement le nombre de succes et d’échecs dans ces n épreuves.

a) Montrer que si NV suit une loi de Poisson de parametre A € R, les variables S et F
suivent aussi des lois de Poisson dont on déterminera les parameétres. Montrer que les

variables E et S sont indépendantes.

b) Montrer réciproquement que si £ et S sont indépendantes, alors N suit une loi de Poisson.

Pour cela, on montrera :

i) qu'il existe deux suites (u,)nen €t (Un)nen telles que pour m,n € N,
(m4+n)IP(N =m+n) = ty,v,.

i) que les suites (un)nen €t (Vn)nen sont géométriques.



Solution d’exercice 9.

a) D’apres l'exercice 8, lorsque N ~ P(A), on a

S ~P(Ap),
E ~P(\(1—p)).

Pour démontrer leur indépendance, considérons pour tout (k, /) € N2,

P((S,E) = (k,0)) =P(S=k N =k+10)
=P(S=k|N=k+)P(N=k+2

k+0\ PP L
— 1_p). 2
( k )p( P) k+0)°

_ (/\p)ke—)\p . [(A(l — p)>£e—)\(1—p) —P (S — k’) P (E — g) )

k! 0
Ce calcul montre bien l'indépendance de S et E.

b) i) Par l'indépendance de S et E, on a

P S=m)P(E=n)=P(S=m,E=n)=P(S=m,N=m+n)

ol

—P(S=m|N=m+n)P(N=m+n)= (my;;n>pm(1—p)”]P’(N:m+n).

En réarrangeant les termes, on obtient

P(S=m)m! P(E=n)n!
P (1-p"

s "

(m—+n)P(N=m+n)=

v v~
Um Un,

ii) Analyse des suites (u,,) et (v,) :

Pour établir que les suites (u,,) et (v,) sont géométriques, nous vérifions que leurs

quotients consécutifs sont constants, c-a-d :

u v
Vm € N, mtl — Constante, Vn € N, "+l — Constante.

Um Un

D’apres i) , on a lidentité

vaNanEN*aumvn:(m+n>!P<N:m+n>:um+lvn—l

En fixant n = 1, on obtient pour tout m € N,

u v
Vm € N, mil =

U, Vo
En fixant m = 0, on obtient pour tout n € N*,

u u
Vn € Nk, — = L

Up—1 Uo
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Ce qui montre que les suites (u,,) et (v,) sont géométriques.
Conséquence sur la loi de N : De plus, en fixant m =0, n =1, on a

U1 U

= =
Vo U

En substituant dans I’équation initiale, on obtient
(m+n)!P(N =m +n) = uguo\"™".

En particulier, pour n =0 :
mlP (N =m) = ugvoA™ = P (N = m) = —uovp.
m

La condition Y P (N =m) =1 implique

m=0

X ym
A _ A 1 _ A
UpVoy W = UgVpe” = 1 = ugvg =€ .

m=0

La variable aléatoire N suit donc une loi de Poisson de parameétre A. 0
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Exercice 1. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. Montrer que
E(X)=) P(X>n).
n=0

Solution d’exercice 1.

E[X]:ZkIP’(X:k):Z' ]P(X:k):ZZP(X:k):ZIP’(x>n).

L’explication de la permutation des sommes : s’ils convergent, on peut les échanger ; sinon, ils

divergent. O

Théoréme 1 (Théoreme de la convergence monotone). Soit (Z,),>1 une suite de variables
aléatoires réelles positives et Z., une variable aléatoire réelle positive. Si (Zy,)n>1 est une suite

croissante qui converge vers L., presque surement , c-a-d
P({w e Q| (Z,(w))ns1 est croissante et converge vers Zo(w)}) = 1,

alors
E[Z.] = lim E[Z,].

n—o0

Démonstration générée par DeepSeek. Par croissance de la suite (Z,), on a pour tout n > 1
Iin L Zini1 < oo P-S.
Donc par croissance de I’espérance, on a
E[Z,) <E[Z,+1] <E[Z].

La suite (E[Z,]),>1 est ainsi croissante majorée, donc convergente vers une limite ¢ < E [Z].

Soit Y une variable aléatoire étagée positive telle que Y < Z..
Définition de étagée : Y = i cilg,ouc, =20et A; € F.
On définit .
Y, =Y AZ, (minimum de Y et Z,)
Alors
— Y, =Y ps. (car Z, 1 Zo 2 Y et Y est bornée).
— Y| <Y et Y est intégrable (car étagée).

Par le théoréme de convergence dominée, on a

lim E[Y,] = E[Y].

n—0o0

23
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— Comme Y, < Z,,ona E[Y] = lim E[Y,] < lim E[Z,] = /.

n—oo n—oo

En prenant le supremum sur toutes les fonctions étagées Y < Z,, on obtient
E[Z.]) < L.
Les deux inégalités combinées donnent

E[Z.]=(= lim E[Z,].

n—o0

O

Exercice 2. Soit (Ay)ren une suite d’événements d’un espace probabilité (€2, A, P). On suppose

que la série Y P(Ay) converge.
k>0

o0
a) On note 1x la fonction indicatrice d'un ensemble X. Soit Z = > 14,. Montrer que Z
k=0
est une variable aléatoire a valeurs discretes.

b) Soit F' = {w € Q : w appartient a un nombre fini de A, }. Montrer que F' est un événe-

ment et que P (F) = 1.

¢) Montrer que Z est d’espérance finie.

Solution d’exercice 2.

a) Il faut vérifier que Vn, Z 1t (n) :={w: Z(w) =n} € A. On a

{w:Zw)znt= |J )4 €A

Donc Z7'(n) ={w: Z(w) > n}\{w: Z(w) >n+1} € A

b) F = liminf A € A. F® = limsup 4,. Or > P (A;) converge, en sachant le lemme de

n—oo n—o00

Borel-Cantelli, on a F'C est négligeable.

o0 n
c) E[Z] =E [Z 14| =E [lim > ]lAk} =E [lim Zn]. On va démontrer que I’événement
{w: Z,(w) — Z(w)} est presque siir. En fait, cet ensemble est exactement F| et on a
déja démontré que P (F) = 1. Donc, en utilisant le théoreme de la convergence monotone

(théoréme m), on obtient que

E(Z] =) E[la]=) P(A).
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Exercice 3. [Formule du crible] Soient A, ..., A, des événements d'un espace probabilité
(Q, A, P).
a) Montrer que Iyn 4, =1— [ (1 —14,).

b) En déduire la formule du crible :

(U Ak> = (=pt >y P (ﬂ Aij> .
k=1 1< <ig < <ip<n j=1

Solution d’exercice 5.

a)

k n

V=T a0 = Iy, ag = H]IAE - H(l —La).

i=1 k=1

b) En utilisant la formule de a), on a

E 1y 4] = Hl—ﬂAk]-
1
Puis on obtient la formule qu’on veut par utilisant E [14] =P (A). ]

Exercice 4. Soit n € N* et (X} )ren+ une suite de variables indépendantes d’un espace probabi-
lité (2,.A,P), suivant toutes la loi uniforme sur [1,n]. On note X la variable aléatoire égale au
nombre de tirages nécessaires pour obtenir tous les numéros entre 1 et n au moins une fois (et a
oo si on n’obtient jamais les n numéros). Pour j € [1,n] et m € N, on note B, ,, I'événement :

« au bout de m tirages, le numéro j n’est pas encore apparu ».

a) Pour 1 < j; <jo <--- <jp <n,calculer P(Bj, ,» N--- N By, m)-

b) En déduire que P(X > m) = 3> (=1)5~ (Z) (” - ’“)m

k=1 n
c) Calculer lim P(X > m). Interpéter.

m—ro0

d) Montrer que E [X] = n kzi:l % (Z)

1 1
e) MontrerqueE[X]:n(1+§—|—---+—).
n

Solution d’exercice 4.

Avant la démonstration, il faut vérifier que X : Q — N*U {400} est une variable aléatoire.
a) P(BjymN- N Bjm)=P({ji....,Jj nesont pas apparus}) = (=£)"

b) {X >m} = U B, . En utilisant I'exercice 3, on a
Ji

P({X>m})zzn:(—1)k > (ﬂBl >:2n:( 1)“(;;) <n;kz>m

k=1 J1<<Jk i=1
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c) Vk, ("n;k)m — 0, donc lim P(X > m) = 0. Cela signifie que X € N* presque stirement

m—0o0

et donc P (X = +o0) = 0.

d) En utilisant l’exercice 1, on a

e) On note

k=1
B 1—(1—a)"
N T
=) (-
k=1 L
=) (1—-2)!
k=1
Alors,
n (_1)k—1 n /‘1 n /1 b1 1 1
— dx = 1-— de=1+-4+--- 4+ —.
2 L Of(x)x;[)( p)f e =145 4 + -
Donc

SR (PN}

Exercice 5. [Inégalité de Le Cam] L’objet de I'exercice est d’étudier 'approximation de la loi
de Poisson par la loi binomiale. Toutes les variables aléatoires considérées sont définies sur le
méme espace probabilité (€2, 4, P) et sont a valeurs dans N.
a) Soient X et Y deux telles variable aléatoires. Pour tout k£ € N, on pose pp = P(X = k)
et ¢ = P(Y = k). On définit la distance entre X et Y par d(X,Y) = %kio: DK — Q|-
i) Montrer que pour AC N, ona |[P(X € A) —P(Y € A)| <d(X,Y). :
ii) Démontrer la formula d(X,Y) =1 — i min(pg, qx)-

k=0

iii) En déduire d(X,Y) < P(X £Y).



b)

c)

57

Vérifier que pour z € [0,1], f(z) =1 — (1 — z)e” appartient a [0, 1].

Soient Uy,...,U,,Y,...,Y, des variables aléatoires mutuellement indépendantes. On
suppose que pour 1 < ¢ < n, U; suit la loi de Bernoulli de parametre f (5) et Y; suit
la loi de Poisson de parametre 2.0n pose Y = Z Y;. Enfin, pour 1 < i < n, on considere

=1
la variable de Bernoulli X; telle que X; = 0 si Ui =Y, =0et X; =1 sinon.

i) Déterminer pour 1 < i < n, la loi de X;. En déduire la loi de X = >~ X;. Quelle est
i=1
la loi de Y.
)\2
ii) Montrer que pour 1 <i < n, P(X; #Y;) < ol

iii) En déduire [’inégalité de Le Cam :

Solution d’exercice 5.

a)

i)

—_

—Z Pk — G|
k=0
(Z Pk — qxl + Z | — Qk|)
keA ke AC
(Zpk—% Zpk_Qk>

keA ke AC
(P(X€A)—P(Y cA)|+|P(XeA”)-P(Y € A7) )
(

[\

l\DI»—l

1
2
1
2
=P(XeA)-PYecAd)]

ii) En utilisant la formule min(a,b) = $(a +b — |a — b|), on obtient

1- me(pmqk) =1- B} Z(pk +ax — Pk — k)
k=0 k=0

1 1%

k=0

1 oo
= 52 Pk — |
k=0

= d(X,Y).
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iii)
P(X#£Y)=1-P(X =Y)

:1—iIP’(X:Y:k)

k=0

> 1—imin(P(X:k:),IP’(Y:k))
—a(xy)

b) A omettre.
¢) i) P(X;=0)=PU=0P(Y;=0) =1- 2, cest-a-dire X; ~ Ber (2), donc X ~
B (n,2).Y ~ Poi (2 x n) = Poi()).
i) P(X; #Y,)=P(X;=0,Y; #0) +P(X; = 1,Y; # 1). Parce que I"événement X; =0
implique ¥; =0, on a P(X; =0,Y; #0) = 0.
P(X,= 1Y £ 1) = P((U; £0)U (Y £0),Y; # 1)
=P(Ui =LY #1)U(Y; #0,1))

=P(U;=1Y;=0)+ > P(Y;=k)
k=2

25(1_6—z>@2

iif)
dX,Y)<P(X£Y)

=P <iXi7é2n:Y§>
gP(O(Xi;«é}/;))

n 2

<) P(X #Y)
=1

n .

Exercice 6. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N* vérifiant pour tout n € N*,

P(X > n) > 0. On appelle tauz de panne associé & X la suite réelle (x,,),en définie par
r, =P(X =n|X > n).
a) Exprimer p, = P(X = n) en fonction des x.

b) i) Montrer qu'on a 0 < x,, < 1, pour tout n € N*, et que la série > x, diverge.
neN
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ii) Réciproquement, soit (z, ),en+ une suite a valeurs dans [0, 1] telle que la série ) z,
neN
diverge. Montrer qu’il existe une variable aléatoire dont le taux de panne est la suite

Ty

c) Montrer que la variable X suit une loi géométrique si et seulement on taux de panne est

constant.

Solution d’exercice 6.

a) On obtient P(X >1) =letl—z, = P(X>2n+1X >n) = - , donc
n
Vn > 2,

et on a p; = 7.

b) i) Para)onsait que P(X >n+1)=]]",(1—2;). Lest évident que P(X >n+1) —

0, donc il faut seulement démontrer que Vn, z, # 1, c’est au fait que
l—z,=P(X>2n+1X>n)>0

ii) On définique P(X =1)=z et P(X =n)=2,(1—2,_1)...(1 —2x1) pour Vn > 2,

alors
n n

> P(X=i)=1-]J(1-m) ;»JEEOZP(Xzi):1

i=1 i=1 i=1

c¢) Sila suite (x,) est constante, soit z,, = p, on obtient P (X = n) = p(1—p)"~'; par contre,
xn(l - xn71>

ona ——— = =p,/pp_1 = 1 — p est contant, qui implique tous les x, sont égals. 0
Tn—1

Exercice 7. On considére une suite d’épreuves de Bernoulli indépendantes. A chaque épreuve,
la probabilité de succes est p €]0, 1[. Soit r € N*. Pour n € N*, on note II,, la probabilité qu’au

cours des n premiere épreuves, on ait obtenu r succes consécutifs.
a) i) Calculer Iy, Iy, ... II,.
ii) Montrer que pour n > r, on a Il = II,, + (1 — II,,_,.)p" (1 — p).
iii) Montrer que la suite (II,,)nen est convergente. Calculer sa limite.

b) On définit la variable aléatoire T" a valeurs dans N U {oo} par le temps d’attente de r

succes consécutifs.

i) Montrer que P(T = o0) = 0.
1-p"

11) Montrer que E [T] = m
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Solution d’exercice 7.

a)

i)

ii)

iii)

Pour chaque ¢ € [0, — 1], on ne peut pas obtenir r succes au cours des i premiere
épreuves, c’est-a-dire Il = --- = II,_; = 0. Si on obtient r succes au cours des r

premiere épreuves, on obtient un succes au cours de chaque épreuve, donc II, = p".

I1,,.1 = P (on obtient r succes consécutifs au cours des n + 1 premiére épreuves)

—~P(4)+P(B).

Ici A = ... n premiere épreuves, B = on n’obtient pas r succes consécutifs au cours
des n — r premiére épreuve, on obtient un échec de la n — r + 1—ieme épreuve, mais
on réussit de la n — r 4+ 2—iéme a la n + 1—iéme éprouve. P (A) = II,,, P(B) =
(1 =Ipp)p"(1 = p).

On obtient que I, < 1 parce qu’il est une probabilité, alors la suite (I1,,) est crois-
sante. On sait qu’une suite croissante avec une borne supérieure est convergente.

Soit la limite est 11, alors
=11+ (1-1)p"(1 —p).

C’est-a-dire II = 1.

i) P(T < o0) = lim II,, = 1.

ii)

n—oo

1=0
~3 1 -P(T <)
1=0
~>a-m
1=0
_ io: ipr1 — iy
—~ p(l1-p)
I,
p(1—p)
1—9p"

(I—p)p" 0
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Exercice 1. Déterminer la fonction génératrice d’une variable aléatoire qui suit :
a) la loi de Bernoulli de parameétre p;
b) la loi binomiale de parametre (n,p);
c) laloi de Poisson de parametre A;
d) la loi géométrique de parametre A.

Retrouver ainsi dans chaque cas son espérance et sa variance.

Solution d’exercice 1.

a) X ~B(p)=Gx(t)=1t"P(X =0)+t'P(x=1)=1—p+pt.

b) X ~ Bin(n,p) = Gx(t) = éotkp (X =k) = éo (Z) (pt)*(1 — p)"* = (1 — p + pt)™.
&) X ~PO) = Gx(t)= StP(X=n)= 3 (Ant')"w _ A1),
Q) X ~Géom(N) = Gx(t) = TP (X =n) = L 1(1 - AN = ﬁ -

Exercice 2. On lance une piece de monnaie (n.f. i f1) (la probabilité d’obtenir pile étant p €
10, 1[) jusqu’a I'obtention de la premiere pile (n.f. JIf). Soit N la variable aléatoire représentant
le nombre de lancers nécessaire. Si N = n, on relance ensuite n fois la piece et on appelle X la

variable aléatoire représentant le nombre de piles obtenues au cours de ces n lancers.
a) Déterminer la loi de N, celle du couple (N, X), puis la loi de X.

b) Montrer que X a la méme loi que le produit de deux variables indépendantes Y et Z

telles que Y suive une loi de Bernoulli et Z une loi géométrique de méme parametre.

¢) En déduire que I'espérance et la variance de X.

Solution d’exercice 2.

a) — Méthode 1: N ~ Géom(p). Pour tout n € N* et 0 < k < n,

P(N=nX=k)=(1—p)"'p (Z)pk(l —p)y = (Z P (1 — p)2n

La loi de X vérifie, pour tout k£ > 1,

P(X=k) =) P(N=nX=k)

n>k

() 50

n>k
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Pour évaluer cette série, introduisons la fonction

f(z) = i = Zx".

n=0
Pour z €] —1,1] et £ > 1, on déduit que
d*f k! n—k n! n—k
d$k:(1_x)k+1:Zn(n_l)'”(n_k—i_l)x = (n—k:)!x
nzk n>k

Par conséquent,

n\ , " n! ek zk
)= =
k k! (n—k)! (1 —z)k+t

n=k n=k

En choisissant z = (1 — p)? €] — 1,1], il vient

Vk}l,IP(X:k;):< pp)k+1 (1_(1_p)2k :(1—p)k_1

= =P~ @t
Et pour k£ =0,
P(X=0)=) P(N=n,X=0)= 1—p)t=_——2.
( ) ; ( ) ;p( p) 5T p
— Meéthode 2 : Fonction génératrice bivariée E [sV¢¥]
E [s"t*] = ZantkP(N =n,X =k)
n=1 k=0
_ i i gtk (Z)pkﬂ(l _ p)2n7k71
n=1 k=0
=S ()=t
n=1 k=0
= (pts+ (1 —p)s)"(1—p)"'p
n=1

_ plpts+(1—p)s)
1—(pts+(1—p)s)(1 —p)

On prend s = 1, on a alors

X7 p(pt + (1 —p))
ElF] = 1—(pt+(1—p))(1—p)
pt+(1—p)

(2—p)—t(1—p)
1l-p —0-=-p" ", .
= Wt (développement de Taylor)
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Etant donné qu'une fonction génératrice détermine une loi unique, on a

L—p :

5, , sin =0,
Vne NP(X =n)= (1—p)n!

——— sin>1

(2_p)n+1

b) Soit Y ~ B(r) et Z ~ Géom(r). X (1o YZ, donc X et YZ ont la méme function

génératrice.

(Y =0+E[t]P(Y =1) (par indépendance)

:1—7“—1-2(1—7”)” ey
n=1
tr?
S T
T
Cl—r+t@2r-1)
1=t =)
En comparant
l-p <~ (L=—p"!
E[tX] = —— t"
[ ] 2—p+nz:1(2_p)n+1 ’
: 1 _ . . : N 1
on obtlentr:2—.A1n81,Xalameme loi que le produit de Y et Z, oquB(2—>
—p -Pp
1
etZwQéom(—).
2—p
c) Par le résultat de la question précédente, on a
1
EX]=EYZ]|=E[Y|E[Z]=r--=1.
r
V(X)=E[X?] -E[X]?
:E[Y2ZQ]—1
=E[Y)|E[Z°] -1 (YL Z=Y?1U 2
=E[Y|E[Z’] -1. (Ye€{0,1}=Y>=Y)
Or
l—r 1 2-—7
2 2 _
E[Z*] =V(2)+E|[Z]" = e
Donc
9 2—r 2
VX)=E[Y|E[Z*] -1=r —1==-2=2-2p
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Exercice 3. Soit n € N*. Soit (Uy)ren+ une suite de variables aléatoires indépendantes et de

méme loi uniforme sur [1,n]. Pour i € [1,n], on définit

e card ({k € [L,m] : Uy =1}), sim=>1,

0, sim =0.
a) Quelle est la loi de XZ-(m) pour i € [I,n] et m > 17
b) Soient m > 1 et i,j € [1,n] avec i # j. Calculer la covariance des variables aléatoires

X™ et X ](m). Sont-elles indépendantes ?

K3
c) Soient A > 0 et N une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parametre A,

indépendante des variables U. On pose pour i € [1,n],
Y, = XM
i) Déterminer, en fonction de A et n, la loi de Y; pour i € [1,n].
ii) Déterminer la loi conjointe de (Y7,---,Y},).
Solution d’exercice 3.

m
a) On écrit Xi(m) = > 1y,—. On a {1y, - }o<k<m sont indépendantes car {Uy }o<k<m sont
k=1

1
indépendantes et 1y, —; ~ B (1). Alors Xi(m) ~ Bin (m, —).
n

b) Calculer la covariance des variables aléatoires Xl-(m) et X J(m) :

Cov (X", x™) =E | X" x| —E [x["|E x|
7 Y j .

J 7 J 7
Ou
E [X(m)X m)} E Z]lUk 1211(],c ]]
= ZE []lUk:illUkzj] + Z E [ﬂUk:iILUkl:j]
k=1 k£k!
=0+ Z E[1y,—]E[1y,—;] (par indépendance)
kAk!
= P(Up =1)P(Uy =)
kk!
B 1 m(m-—1)
e n
s [ e[x) = (5)
7 n °
Donc

Cov (x{m, x(m) = MM ZD _(MYE_ g,

n? n

D’otll nous concluons que Xi(m) et X ](m) (i # j) ne sont pas indépendantes.
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o) i) VkeN{Vi=k} =L, {N = m, X™ = k} Alors pour tout k € N,

P(Yi=k) =Y P(N=m)P (Xf"” - k:> (par I'indépendance de N et X}m>>
m=0

— m! k n n
AT ml 1\" 1\""
= Z [ —_— —_ 1 —_
m!  kl(m —k)! \ n n

m>k
e (A kz@‘_%)m_k
K \n (m —k)!
m>k
_ k
_ (AN e
k! \n
@)
k!
C’est-a-dire que Y; ~ Poz (%)
ii) Soit (k1, k2, ,k,) € N* on note m = ky + ko + -+ + k. Pour tout ¢ € [1,n], N

=€

et Xi(m) sont indépendantes, alors IV et la vector (Xi(m)> L sont indépendantes
i€l,n
aussi. Ainsi

P(Y1 = ki, Y, = k)
:]P)(N:mayvl:kla'”ayn:kn)

i€[l,n
N Ey) (1)m

m! k! k!

n

D’ott nous concluons que Y7, Ys, --- .Y, sont indépendantes. 0

Exercice 4. [Fonctions génératrices] Pour toute variable aéatoire X a valeurs dans N, on

appelle fonction génératrice de X la fonction Gx définie par Gx(t) = E [tX }

a) Montrer que Gx(t) est bien définie si et seulement si, la série > P (X = n)t" converge
n=0
absolument et on a

Gx(t) = ip(x = n)t".
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b) Montrer que Gx(t) est définie et lisse sur | — 1, 1], continue sur [—1, 1].

c) Montrer qu'une variable aléatoire X a valeurs dans N est d’espérance finie si et seulement

si, Gx est dérivable (& gauche) en 1 et que l'on a
E[X] = G%x(1-).

d) Montrer qu’une variable aléatoire X a valeurs dans N possede un moment d’ordre r si et

seulement si, Gx est r-fois dérivable (& gauche) en 1. On a alors
EX(X-1)(X—r+1)]=6%01-).

e) Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N. Montrer que,

pour tout réel t tel que Gx(t) et Gy (t) soient définies, G x,y(t) est définie et
Gxiy(t) = Gx(t)Gy(1).

Solution d’exercice 4.

Nous avons déja fait cet exercice en cours magistral. 0
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Exercice 1. [Somme aléatoire de variable aléatoires, Formule de Wald] Soit (X,,),>1 une suite
de variables aléatoires réelles discretes, toutes de la méme loi. Soit N une variable aléatoire
a valeurs dans N. On suppose que N et X,,,n € N* sont mutuellement indépendantes. Pour

n € N*, on pose

Sn:iXk et S[):O

k=1

a) Montrer que Sy est une variable aléatoire.

b) i) Déterminer la loi de Sy, lorsque les X}, suivent la loi de Bernoulli de parameétre p et
N la loi de Poisson de parametre .
ii) Déterminer la loi de Sy, lorsque les X}, suivent la loi géométrique de parametre p et
N la loi géométrique de parametre p'.
¢) On suppose que les variables X, sont a valeurs dans N.
i) Montrer que Gg,, = Gy o Gyx;,.
ii) Montrer que, si X et N sont d’espérance finie, alors Sy est aussi d’espérance finie

et vérifie la premiere formule de Wald
E[Sy] =E[Xi]E[N].

iii) Montrer que, si X; et N procédent un moment d’ordre 2, alors Sy possede aussi un

moment d’ordre 2 et vérifie la seconde formule de Wald
V(Sy) =V (X1) E[N] + (E[X])*V(N).

d) On revient au cas général. On suppose que X; et N sont d’espérance finie, sans supposer

que X; est a valeurs dans N. Montrer les deux formules de Wald.

Solution d’exercice 1.

a) Soit (€,.A,P) un espace probabilisé sur lequel sont définies les variables aléatoires X, et

N. Une somme finie de v.a.d. réelles est encore une v.a.d. réelle, car
{(Xi+Xo>al={Xi>a-X}=J{Xi>a-r}n{Xa=r}) € A
reQ
Donc, pour tout n € N*, S, est une v.a.d. sur (€2, A, P).
Par conséquent, pour tout a € R,

“+oo

{Sv>a}=J{Sn>a}n{N=n}) €A,

n=0

donc Sy est bien une v.a.d. sur (2, A, P).

67
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b) i) On conditionne par rapport aux valeurs prises par N (systéme complet d’événe-

ments). Soit k € N, alors

n=0

= ZIP’ (S, =k)P(N =n) (par indépendance de N et des Xj)
n=0

5 (Z)p’“a —py e (car S~ B(n,p)
i,\ k n! kA"

=ep ; m(l —p) o

_e(w)” io: A1 —p))

X 7 (en posant j =n — k)

=0
_ 67)\<)‘p)ke)\(lfp) _ epr()\P)k'

k! k!

On reconnait une loi de Poisson de parametre A\p. Donc Sy ~ P(Ap).

ii) On considere les fonctions génératrices,

Gs,(t) =E[t%] =K [tiﬁlek] - ﬁE [t%+] = (Gx, (t)" = (ﬁ)n.

k=1

Pour tout t € [0, 1] et w € Q, on a
; Sn(w) SN (@) — SN (W)
Ti‘i%ozgt IN(w)=n = t 5N,
Par le théoreme de la convergence monotone (Thm El), on en déduit que

Gsyt) =E[] = 3 E [(1x_)

[e.e]

= ZE [tSn} P(N =n) (indépendance)
n=0

n=1
_ i( (1= p)pt )k
1—(1—p)t ~\1-(1-p)t
B pp't
S l=(1—pp)t

On reconnait la fonction génératrice d’une loi géométrique. Donc Sy ~ Géom(pp').
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c) i) Pour tout ¢t € [0, 1],

ii) D’apres la formule de dérivation des fonctions composées, on a

s (5) = G (Gx, (s)) - G, ().

Lorsque s 1 1, Gx,(s) T 1. Comme les espérances sont finies, les dérivées a gauche

en 1 existent et valent les espérances. Donc
5y (1) = Gy(1)- G, (1) = E[Sy]=EN]E[Xy].

iii) De méme, on calcule la dérivée seconde de Gg, ().
d) On suppose maintenant que X; € L' (resp. L?) est une v.a. réelle quelconque.
— Premiére formule de Wald : Par la definition de Sy, on a
k=1

Par le théoréme de la convergence monotone (Thm m), on en déduit que

E[Xl]i]P’(N>k

=E[X;]E[N]. (par TD6 Ex1)

— Seconde formule de Wald :
S = (Z Xj]ljgN> (Z Xk1k<N>
j=1 k=1
= Z Xf]ljgN + ZXij Lienlisn -
i=1 ik T
>max{j,k}

Passons a 'espérance, en utilisant la théoréme de la convergence monotone, on a,
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— pour le premier terme,

E ZX?]IKN] Z [X71en]
j=1 j=1
>

J#k

ou,

En combinant les deux termes, on obtient

E[$3] =E [X?] E[N] + E[X.J* (B[N?] —E[N
= (E[X}] -E[Xi]))E[N] +*E [N?]
=V (X)) E[N]+E[X,)°E [N?].
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Donc
V(S,) =E[S}] — E[Sn]’
=V (X)) E[N]+E[X,’E [N?] - E[X;]*E[N]’
= V(X)) E[N]+E[X\]"V(N)

Exercice 2. [Marche aléatoire dans Z] Soit (X,,),en+ une suite de variables aléatoires, sur le

méme espace probabilité (€2, A, P), indépendantes et de méme loi définie par
P(X,=1)=p et P(X,=-1)=1-p,

ou p € [0,1]. On pose Sy = 0 et, pour tout n € N*, S, = i X
La suite (.S,,) est appelée marche aléatoire dans Z. Oflzfl)eut imaginer un mobile partant de
'origine et se déplagant a chaque instant (entier) de 1 ou —1, les déplacements successifs étant
indépendants. Alors S, représente la position du mobile au bout de n déplacements.
a) i) Déterminer u,, = P (S, = 0), pour tout n.

ii) On note f(z) = > u,z". Montrer que :
neN

1
V1 4p(1 - p)a?

b) Pour tout entier naturel non nul &k, on note Ay I’événement "le mobile retourne pour la

Vo €] — 1,1, f(x)

premiere fois a l'origine au bout k£ déplacements”, c¢’est-a-dire

Ay ={S,=0}n <lﬁl{Sz # O]’) :

On pose vy, = P (Ay), pour tout k > 1 et vy = 0.

i) Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, on a
P({S, =0} => P({S, =0}NA).
k=1

ii) En déduire que, pour tout entier naturel non nul n, on a

n
Up = E Up—k V-
k=0

¢) On note g(x) la somme de la série entiere Y v,z".

i) Montrer que le rayon définissant g(z) est supérieur ou égal a 1. Montrer que

YV 6]—1,1[,9@)2%:1—\/1—4p(1—p)x2.
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ii) Déterminer la probabilité de I'événement A : il existe n € N* tel que S,, = 0”.

On suppose dans le reste de I'exercice que p = %

d) i) Montrer que 'on peut définir une variable aléatoire 7' égale au premier indice n non
nul pour lequel I’événement {S,, = 0} est réalisé.

ii) Montrer que l'on a, pour tout n € N*,

(1)

n—1

Vop =
n4n

iii) La variable T" est-t-elle d’espérance finie ?

e) i) Montrer que, pour tout n € N* on a
U2n = U2p—2 — U2p.

ii) Démontrer que la probabilité que le mobile soit & l'origine a 'issue des 2n premiers
déplacements est égale a la probabilité qu’il ne soit jamais a l'origine a I’issue d’aucun

des 2n premiers déplacements. En déduire la valeur de P (S; > 0,55 > 0,--- | Sy, > 0).

Solution d’exercice 2.

a) 1) Onawug=1, ug, 1 =0 pour tout n > 1, et pour tout n € N*,

Ugp = (2n>p"(1 —p)".

n

ii) La série de Taylor de (1 —4p(1 — p)a:Q)_% développée en 0 est

1+) Wﬁ”(l —p)t =1+ ) (2:)1?"(1 —p)"a™" = f(x).

Comme u,, € [0, 1], le rayon de convergence de cette série est supérieur ou égal a 1.

Par conséquent, pour tout = €] — 1, 1],

1
)= :
J) V1—4p(1—p)a?
b) i) Les événements Ay pour k =1,...,n sont deux a deux disjoints, donc

{Sn =0} =J ({Sn =0} N Ay).

Par additivité de la probabilité,

n

> P({S,=0}NAy).

k=1

&
"
I
=
I
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D’apres la définition de Ay, on a

k—1

{5, =0}N A4, ={S, =0}n{S, =0}N (ﬂ{SﬁéO}> ={S, — S, =0} N A,.

i=1
L’événement {S,, — Sk = 0} = { X1+ -+ X,, = 0} est indépendant de Ay, car ils

dépendent de familles disjointes de variables (X;). Ainsi,
P ({Sn — Sk; = 0} N Ak) =P (Sn — Sk = O) -P (Ak) = Up—kUk.

En reportant dans la relation du (a), on obtient pour tout n > 1,

n
- E Up—kVk,
k=0

avec la convention vy = 0.

Comme v, € [0,1], le rayon de convergence de la série entiere Y | v,x™ est supérieur
ou égal a 1.
La relation u, = >}, un—xv; pour n > 1 implique, par la formule de multiplication

de Cauchy,

f(z)g Z(Zun km)x :uovg—i—Zunx = ) — 1.

Ainsi, pour tout x €] — 1, 1],

_ =) - -

La probabilité de 'événement A = |J,~,{S,, = 0} vaut
:Zvn:h%rllg(x) =1—+1—4p(1—p)=1—11-2p|

On définit T = inf{n € N* | S, = 0}, avec la convention inf @ = +oco. Ainsi T est
une application de €2 dans N* U {+o00}. Dans le cas p = 5, on a

P(T € N*) = (UA)—hglg x) =1,

c’est-a-dire que T est presque stirement finie. Donc T est une variable aléatoire a
valeurs dans N*, égale au premier instant n non nul tel que S, = 0.

Pour p = %, onag(z)=1- v/1 — 22. En développant en série entiére au voisinage
de 0, on obtient

. (27’L _ 2)‘ 2n
9(x) = Z nl(n — 1)!22”—1x '
n=1

Par identification, pour tout n > 1,

2(2)

n—1

Von = .
n - 4m
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iii) La fonction génératrice de T' est donnée par

E[t"] = it’“IP’(T: k) = itkvk =g(t)=1—-V1—-t2

On en déduit

t
—_— 3 , —_— 3 —_—
E[T]—1§%?9<t>—12%?m—

Ainsi T n’est pas d’espérance finie.

+00

e) i) Pourp= %, on vérifie directement que

Von = Ugpn—2 — U2p,

ou Uy, = (2")4*”.

ii) On a

2n 00
P (ﬂ{si + 0}> =P(T>2n)= Y gy =ty =P (S =0).
i=1 k=n+1

Par symétrie de la marche aléatoire (puisque p = %), la probabilité que le mobile
reste strictement au-dessus de l'origine pendant les 2n premiers pas est la moitié de
la probabilité qu’il ne soit jamais a l'origine. Ainsi,

)

2n
1 1
P(S1>0,8>0,..., 8, >0) = ;P (ﬂ{si - 0}) = St = 321
i=1

Remarque 1. Dans a) ii), en plus du développement de Taylor, on peut aussi utiliser 1'uni-

cité de la solution d'une équation différentielle pour montrer que cette série converge vers

1—/1—4p(1 —p)a?

Exercice 3. Soit n € N*. On désigne S,, I'ensemble des permutations de [1,7]. On munit &,
de la probabilité uniforme. Pour o € &,, et i € [1,n], on dit que (i) est un maximum (resp.

minimum) provisoire de o si

o(i) =max{o(1),0(2),...,0(i)}, (resp. 0(i) = min{o(1),0(2),...,0(i)}).

On désigne par X, (resp. Y,) la variable aléatoire représentant le nombre de maximums (resp.

minimums) provisoires d'une permutation aléatoire de [1,n].
a) Montrer que X, et Y, ont la méme loi.

b) i) Déterminer la loi de X3, son espérance, et sa variance.

ii) Déterminer la loi du couple (X3, Y3) et sa covariance.
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c) Pour n € N*, on note g, la fonction génératrice de X,,.
i) Pour 1 < k < n, on note Z la variable indicatrice de 1’événement «o(k) est un
maximal provisoire ». Montrer que les variables 71, ..., Z, sont indépendantes.
ii) Exprimer X,, en fonction de Zi, ..., Z,. En déduire g,.
iii) En déduire P (X, =1),P (X, =2),P(X, =n).
iv) Déterminer E [X,] et V (X,,).

Solution d’exercice 3.

a) On définit une transformation 7' préservant la mesure de &, donnée par T(o)(i) =

n+1—o(i). On a alors

o(k) est un maximum provisoire de o < T'(¢)(k) est un minimum provisoire de T'(o).

Donc X,, =Y, 0T o Y.
b) i) E[Xs] = 1_1> V(X3) = %-
ii) Cov(X3,Y3) =—32.

c) i) Onnote an la variable indicatrice de I’événement «o (k) est un maximum provisoire

de o», pour 0 € G,,.

Pour k£ > 1 fixé et tout n > k, la probabilité que le plus grand des k premiers nombres

d’une permutation de n se trouve a la position k est z- Donc IP <Z(") = 1) = k, indé-
pendant de n. i On note Ay = {Z,(C") =1} = {0 € &, | o(k) = max{o(1) (k)}}.
I1 suffit de montrer que les événements Ay sont (mutuellement) 1ndependants. Sment

1<k <ky<---<kj <n,on aalors

P(Ap, NAg NN A)

_ %(;) (n — ky)! (2;11> (hy =1 — kyy)l (ka: 1) (ks — 1= k)l (ky — 1))
1

" ks k;

=P (Ag,)P(Ag,)...P (Akj) .
Donc les variables (Z,i”)) sont indépendantes.
1<k<n

i) X, => 71, Z,E”) . Par I'indépendance des Z,g"), on a

gn(t) = Gy (t)Gzém () Gym(t) = %t(t +1)---(t+n—1).

1. On peut aussi la calculer directement en conditionnant sur o(k) = j pour k < j < n:

P(Z’gn)zl):1ZAz?—ll,(n_k)!:(n_k)!zn:(j:_llﬂ;!.:(n—'k)! n! .:1'
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iii) Par définition de la fonction génératrice, P (X, = k) est le coefficient de t* dans le
polynoéme g, (t).
DouP(X,=1)=LPX,=2)=2(1+1i+ - +-5), P(X,=n)=1.

iv) Par linéarité de 'espérance :

| =

E[X,] = En: E [Z,Sﬂ

Par indépendance des variables Z,ﬁ”), la variance de la somme est la somme des
variances. Comme Z\" ~ B(1/k), on a V (Z,g")> =1 (1-3)=1— 7 Donc

Exercice 4. [Modele de Glaton-Watson] On observe des virus qui se reproduisent tous selon
la meme loi avant de mourir : un virus donne naissance en une journée a X virus, ou X est une
variable aléatoire a valeurs dans N. Pour k£ € N, on note P (X = k) = py. On suppose py > 0 et
po+ p1 < 1. On note f la fonction génératrice de X.

On part au jour zéro de X = 1 virus. Au premier jour, on a donc X; virus, ou X; suit la
loi de X ; chacun de ces X virus évolue alors indépendamment des autres virus et se reproiduit
selon la méme loi avant de mourir : cela conduit a avoir Xy virus au deuxiéme jour; et le

processus continue de la sorte. On note u,, = P (X,, = 0).

a) Calculer ug, u;.
b) Montrer que la suite (u,),en est convergente.
¢) Montrer que pour n € N, on a u, 11 = f(uy).
d)

Que peut-on dire de la limite de (u,),en. Discuter selon la valeur de E [X]. Interpréter le

résultat.

Solution d’exercice 4.

a) ug =0, u; = po.

b) up < Upyq car {X, =0} C {X,11 = 0}. Or 1 est un majorant (_L5¢) de la suite (uy,)nen-

Donc (uy,)nen est convergente.

c) Soit fi(n) le nombre de descendants (J54X) (dans la génération n + 1) du i-iéme virus,

s’il existe, de la génération n. Les §Z«(n) sont indépendants de méme loi de X. On a alors



7
Xpy1 = Z RS ™) Soit fn la fonction génératrice de X,,. On a alors

Un1 = P (Xn+1 = 0)

= P(X, =k X1 =0)
k=0

— i]? (Xn =k &Y= 0)
k=0 =1

De méme, u,, = f,_1(po). On va montrer que Vn > 1, f,, = fo fo---o f(n fois).

:iiP(Xn_lzj,Xn:k)tk
— f: iIP’(Xn_l =j)P (2]: ¢ = 0) th
:ZP(Xn_l—j <Z§n 2 = )

=D P(Xu1=J)Ggy_cnn(t)

= Z Xn1=] HG£<” () (par indépendance)

Par récurrence, on obtient f,, = fo fo---of (n fois). Donc u,i1 = fn(po) = f(fu_1(po)) =
f(un—1).

d) [Généré par Gemini] La suite (u,) est croissante et majorée par 1, donc elle converge
vers une limite L € [0, 1]. Comme f est une fonction génératrice d’une variable aléatoire

entiere, elle est continue (c’est une série entiére de rayon de convergence > 1). En passant
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a la limite dans la relation de récurrence u,+; = f(u,), on obtient :

L= f(L).

La limite L est donc un point fixe de f dans [0, 1].

Etudions la fonction ¢(t) = f(t) —t sur [0,1]. On a ¢/(t) = f'(t) — 1 et ¢"(t) = f"(t). Or,
/(1) =E[X]=met f'(t) = > oy k(k — 1)pgt"2 > 0. La fonction f est convexe. On
sait aussi que f(0) =po > 0et f(1) = 1.

Distinguons deux cas selon la valeur de I'espérance m = E [X] :

— Cas 1 : m <1 (Régime sous-critique ou critique)
Puisque f est convexe et f/(1) < 1, la courbe y = f(t) reste au-dessus de la droite
y = t pour tout t € [0, 1[. L’équation f(t) = ¢t admet une unique solution sur [0, 1],
qui est L = 1. La suite (u,) étant croissante et démarrant a uy = 0, elle converge
vers 1.
Interprétation : La probabilité d’extinction est égale a 1. La population finit
presque stirement par disparaitre.

— Cas 2 : m > 1 (Régime sur-critique)
On a f/(1) > 1. Comme f(1) =1, il existe € > 0 tel que f(1 —¢) < 1 —e. D’autre
part, f(0) = po > 0. Par le théoréeme des valeurs intermédiaires, il existe un réel
q €]0,1] tel que f(g) = gq. Par convexité de f, ce point fixe est unique sur [0, 1[.
Comme f est croissante, si u, < g, alors u,4+1 = f(u,) < f(q) = ¢. Par récurrence,
puisque ug = 0 < ¢, la suite est majorée par ¢. Elle converge donc vers la plus petite
solution de f(t) =t dans [0, 1], c’est-a-dire L = q.
Interprétation : La probabilité d’extinction est ¢ < 1. Il y a une probabilité

strictement positive 1 — ¢ que la lignée de virus survive indéfiniment.

Cas 1: m =1 (Extinction certaine) Cas 2: m>1 (Extinction incertaine)

104 === y=x
— f(t) (m=0.8)
® Limit =1.00

104 === y=x
— fit) (m=1.6)
® Limitg=0.25

0.8 0.8

0.6 1

0.6 1

f(t)

.
0.4 4 o 0.4 4
-

.

R ~~Point fixe g <1

.

0.2 o 024
.

L’
004 & 0.0 4

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0



TD 9. Loi des grands nombre

Exercice 1. [Loi faible des grands nombres| Soit (X,,),en+ une suite de variables aléatoires
réelles discretes, deux a deux indépendantes, de méme loi, possédant une espérance finie m.

Pour tout n € N*, on pose

Y, = . (9.1)

Dans les deux premieres questions, on suppose m = 0.
a) Soit € > 0.

i) Pour ¢ > 0, on pose g(xz) = x1jy<.. Montrer que la variable aléatoire g(X;) est
d’espérance finie et qu’on peut choisir ¢ > 0 tel que E [[g(X71) — X|] < §. Dans la

suite de la question, ¢ est ainsi fixé.

ii) On pose a = E [g(X1)]. Montrer que
Ellg(X1) — X1 —af] <e.

iii) On pose U, = g(X,) — a et Y, = D1t=tU Montrer que les variables U, admettent

un moment d’ordre 2. Montrer que

lim V(Y,) = 0.

n—oo
iv) En déduire que lim E[|Y/|] = 0.
n—o0
v) Montrer que lim E[|Y,]] = 0.
n—oo

b) Montrer que pour tout € > 0, on a

lim P (Y, > <) = 0.

n—o0

¢) On ne suppose plus m = 0. Montrer la loi faible des grands nombres :

Théoréme (Loi faible des grands nombres). Soit (X,,)nen+ une suite de variables aléatoires
réelles discrétes, de méme loi, deur a deux indépendantes, possédant une espérance finie m.
(Xn)nen sont deux a deux indépendantes, alors Pour tout € > 0, on a

lim P (Y, —m|>¢)=0.

n—oQ

Au cours, on a démontré la loi faible des grands nombres sous I'hypothése que E [X?] < oo.

79
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Solution d’exercice 1.
a) i) [g(X0)] = | Xilj<e| < [X0| = Eflg(X0)]] S E[IX]] < oo
Ce qui implique que g(X;) est d’espérance finie.
|9(X1) - X1| = ‘Xl - X1]1|X1|<c| = |X1| (1 - ]l\Xll) = |X1| - ’X1| ]1|X1|<c-
Du coup
Eflg(X)) = X1 = E[1X1]] - E [|X0] Tjxy <] -
Or 0 < | Xq|Ljx,j<c T |X1| ps.( quand ¢ — +00), par le théoreme de la convergence
monotone (théoréme EI), on a
Jim E [1X1] 1 1xy<c) = E[1X0]].
Alors

lim E(lg(X2) - %] = E[X0]) = lim B[1X,| 1] = E[X] - E[X,]] = 0.

c—+00

On peut ainsi choisir ¢ > 0 tel que E [|X1] 1jx,j<c] < 5.

ii) En utilisant m =E[X;] =0, on a
la] = [E[g(X1)]| = [E[g(X1)] - E[X3]| = [E[g(X1) — Xa]| S E[|lg(X1) — Xq]].
Du coup
Eflg(X1) — X1 —al] <E[lg(X1) — Xa| + |al] < 2E[|g(X1) — Xif] <e.
iii) A cause de la troncature (##7), la variable aléatoire U, est bornée :
Un| = 19(X0n) — al < |Xn|Tjx,j<c +[a] < ¢ +]al.
Alors
E [U2] < (c+a])* < 4o0.

Ce qui signifie que U,, admettent un moment d’ordre 2

iv) Parce que (X, )nen+ est 2-a-2 indépendantes et U, = ¢g(X,) — a, en utilisant in-

dépendance par tranformation, on a alors (U, )nen+ est 2-a-2 indépendantes aussi.
Alors

, 1 < 1< 1 vV (Uy)
VY, =V <ﬁ > Uk:) = EZV(UO = E'HV(UO =
K=1 k=1
Or 0 < V(Uh) =E[Uh])? —E[U,]° = E[U?] < 400, on a alors

lim V(Y)) = lim vty _ 0.

n— 00 n—00 n

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
0 <E[Y; <E|[V;F] =V (%) —0.
n—oo

Du coup
lim E[|Y/]] = 0.

n—oo
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v) Les variables Y, et Y,/ étant proches, cela motive le raisonnement suivant :

Xi+--4+ X,
n
_’Xl—U1+---+Xn—Un+U1+---+Un

n n

‘Yn| =

1 n
< - - X .
3 U= Xl + 1Y)
k=1
En calculer 'espérance, on obtient

1 n
E[Yall < - > E[Us — Xill + E[Y2) = E[IU: = Xuf] + E[Y;]].
k=1
(car Uy — Xk, 1 < k < n ont la méme loi)

A la limite quand n — +o0, on obtient les inégalités

0 < liminfE[|Y,|] <limsupE[|Y,|]] = E[|U; — Xi|] 4+ limsup E[|Y}]]

n—0o0 n—o00 n—00

= E[lg(X)) — X1 — al) + lim E[[Y;]] = E[lg(X\) ~ X, —al] +0 < <.

Or, le terme limsup,,_,. E[|Y,|] est indépendant de . Par conséquent, en faisant

tendre ¢ vers 0, on conclut que

lim E[|Y,[] = 0.

n—oo

b) Par l'inégalité de Markov, on a

B,

E n—oo

Ve>0, 0<P(]Y,]>e) <

Du coup
lim P(]Y,]| > ¢)=0.
n—oo

c) Soient 5(\; =X, —m et i/; = % > 5(\; =Y, —m, Vn € N*. En appliquant le résultat
k=1

précédent a la suite 5\(;, on obtient immédiatement

lim P(|Y, —m| > ¢) = nmp(i/;

n—o0 n—o0

25)20.

Exercice 2. [La convergence presque str] Soit (X, ),en+ une suite de variables aléatoires réelles

discretes et X une variable aléatoire définie sur (€2, .4, P). On pose que

1
B={we: lim X,(w) = X(w)}, Cr = lim {\Xn—X\gz}.
n—oo

n—o0

On dit que la suite (X,,),en+ converge presque stirement vers X si P (B) = 1.
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a) Montrer que B = NgenCy. En déduire que P (B) = klim P(Cy) .
—00
b) Montrer que si la série Y P (|X,, — X| > ¢) converge pour tout ¢ > 0, alors la suite

(X1)nen converge presque sirement vers X.

Solution d’exercice 2.

a) Par la definition de liminf, on écrit Cj comme

1 1
Ch 1ggg#{ﬂ3%f ;¥|\_k} U (]<{pgl ;Y\\;k}.

m=2ln>m

Alors

e

B:{WEQ:V€>O,EIm21, t.q. Vn =2 m, | X, — X| <

=AU N A{IXa - X <e}

e>0m=1ln>m

=N UN{X.-X|<er €A

e’eQi m=1n>m
NS

4

vV
monotone en &’>0

-NU N {x-xi< )

k>1m>1n>m

= Cx.

k>1

1
b) On prend € = z et on a

1
E:POXﬁ—XW>—)—O
n=1 k
Ceci est partiellement équivalent a

1
}:PQx,am>—>:Q
n=1 k
En utilisant le lemme de Borel-Cantelli EI, on obtient

1
P <limsup | X, — X| > —> = 0.
n—o00 k

Donc, pour tout £ € N*, on a

1 1\
P(Cy) =P <liminf|Xn—X| < E) =P ((limsup|Xn—X| > E) )

n—oo n—00

1
:1—P<limsup|Xn—X|>E) = 1.

n—o0

Or (Ck) ey est une suite décroissante en £, et on a

P@ﬁ:@Oﬁ@):&Qme:£$1:L

k>1
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Remarque 1. [Contre-exemple pour la réciproque (Ii##l) de la question b)]

[Généré par DeepSeek] Considérons 'espace probabilisé discret (€2, 4,P(-)) avec :
—Q=N"={1,2,3,...},
— A ="P(Q), (toutes les parties sont mesurables)
— P({k}) = 5 ou C' = 5 est la constante de normalisation.

Définissons les variables aléatoires X, : Q — {0, 1} par

1 ,sik>n
Xn(k) = Lpn o0y (k) =

0 ,sinon.
On observe que :
a) X, 2% 0 car pour tout k € Q fixé, X,,(k) = 0 dés que n > k.
b) Pour € € (0,1], on a

SIQ

P(X,>¢e)=P Zkg (n — 00).
k=n

d’ou la divergence
ZP -

Ce contre-exemple montre que la convergence presque stire vers 0 n’implique pas la conver-
gence de la série > P (| X,| > ¢). O
n

Remarque 2. On ne peut pas déduire Ve > 0, S P (| X,, — X| > ¢) < 400 de X,, 225 X, mais on

peut obtenir Ve > 0, lim P (| X, — X| >¢) = 0 de X,, 22 X, c-a-d « La convergence presque
n—oo

str » est plus forte que « La convergence en probabilité ».

Démonstration. On suppose que X, — X, c-a-d P(B) = 1.

~(UN U G- x1>4) -

e>0m=1ln>m

Du coup, on a

V5>0,n£i_r>rgoP<U{]Xn—X]25}> :]P’<ﬂ U{]Xn_xy>g}> =

n=>m m=2ln>m

Or

{IXm = X[ > ¢} C U{IXn—XI>€}=‘U<P({|Xm—XI>€})<P<U{IXn—X|>€}>-

nzm n>m

Donc
Ve > 0, li_r>n P{| X, —X|>¢})=0.
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Exercice 3. [Loi forte des grands nombres, Examen-USTC2020] Soit (X,,)nen+ une suite de
variables aléatoires réelles discrétes sur I'espace probabilisé (€2,.4, P), mutuellement indépen-

dantes, de méme loi, possédant une espérance finie m. On définit S,, par

S% :3)(1%—...+-)(n. (9.2)

a) Si A, € A, > P(A,) < oo, montrer que

IDE

k=1 p=k

b) On pose X,/ =sup{0, X,,} et ¥;, = X7+, et
St=X{+..+X!), T,.=Y1+...+Y,. (9.3)

i) Montrer directement par définition que X sont aléatoires réelles discrétes, mutuel-

lement indépendantes, de méme loi, possédant une espérance finie m™.
ii) Montrer que lim E [Z2] = m™.
n—oo n

iii) Soit a > 1. On pose k,, = [o™]. Montrer que pour tout € > 0,

(s b

k, k,
En déduire qu'il existe A € A, P(A) = 0 tel que quand n — oo, on a

26)<oo.

T,
kk"(w)—>m+ Vw e 0\ A

; -1 —n—1\ Tky, Ty o Trnyq 4 3143
iv) Pour p € [ky, kni1], montrer que (o™ — « )2 < 2 < o, En déduire

qu’il existe A" € A avec P(A’) = 0 tel que quand p — oo, on a
T
L(w) —=m" VweQ\A.
p

v) Montrer que
Y P(X;#Y,) <E[X].
n=1

En déduire qu'il existe B € A, P(B) = 0 tel que quand n — oo, on a

+
S”T(w)%rrfr Vw € N\ B.

. + .
On dit que 2= converge presque siirement vers m™.
n

c) Loi forte des grands nombres. Montrer que

P (lim Sn £ m) = 0. (9.4)

n—oo M

d) Loi faible des grands nombres. Déduire que pour tout ¢ > 0,

lim P (
n—oo

n
— —m
n

> 5) = 0. (9.5)



85

Solution d’exercice 5.

a) On a déja montré ¢a dans le lemme de Borel-Cantelli m

b) i) Soit f: R — R, t— sup{0,t}, alors X; = f(X,,), Vn > 1. Elles sont donc aléatoires

réelles discretes, mutuellement indépendantes, de méme loi.

E[Xﬂ: Z xIP’(X;[:x): Z xIP’(X;[::U)

zEX;T(Q) T€X,(Q)

= > aPXu=a)=( > aPX,=2)| =m"

z€Xn () z€Xn(Q)

Ce qui signifie que elles ont I'espérance finie m™.

ii) Par linéarité, on a

T, IS 1 ¢
nl_ _ +
]E[n} —n;l:E[Yk]_n;l:E[Xl Lyta] -

Parce que la suite (Xf 1+ <k> est positive, croissante, et converge vers X,
1= keN*
quand k£ — oo, on obtient

klim E [Xfr Lys <k] =E[X{] =m",Vk>1 par convergence monotone (théoréme m)
—00 =

Alors, par le lemme de césaro i ,on a

T, 1
E {—"} =SB [Xf ] —omt,
n ~
k=1

n n—oo

iii) En utilisant I'inégalité de Bienaymé-Chebyshev, on obtient

(sl <1

k,, ky, g2

1. Soit (an)nen+ une suite réelle. Si lim a, = ¢, alors lim % =/.
n—oo n—0o0
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. o - T,
Ensuite, on considere la série » V (%) ;
n=1 "

s 1
S () =S v
nzl n>1
1 &
= 2 ZV(Y]) (car Y;,j > 1 sont 2-a-2 indépendantes ?)
n>1 "N j=1
kn

n>l M oj=1

1
- =E

n>1 N

kn

Z(Xfr)z]lxjgj]

Jj=1

i k
1 n
=FE Z = Z(Xf“)Q]legj] (par convergence monotone)
=1

| n>1

1
_ +\2
=E E =l E (X7)
[ 721" 1<k, 2 X

1
=E E (X;)? = (permutation des sommes)
[ j>1,5>X] n=lkn>j "
Nous allons maintenant utiliser une série géométrique pour controler la série k2.

En utilisant o™ — 1 < k, = [@"] < a", on a

S S R A
ki / ks B ki C(amtt =12 (a—am)?
Alors, il existe N, € N* t.q.

VN, 5 < qa <1

(@—a™)

Donc
1 NZ L 3 L (o L )1 _G
k2 k2 k20 1—ql) 2 2
n=l,kn>j 1<n<Na kn>j n>Nq,kn>j



iv)

n>1

Par 'exercice 2, on obtient

T T 5.
M_EPﬁyiﬁo

k, k, | n—o
Ty, + . Ty, p-s. +
Or E |5 | —— m™, on obtient donc * —— m™.
n n—o00 n n—o0

C’est-a-dire qu’il existe A € A, P(A) = 0 tel que quand n — oo, on a

Tk,
Ky,

(w) > m* YweQ\ A

Ona Ty, <71, <Ty,,,, car (T},)nen+ est croissante. Du coup

n+1

n

p ke D D knpr

k Tk- <Tp<kn+l'Tk‘

Ora™—1<k,<a”, o™ —1 <k, <o et p€ [kn, knyii1], on déduit alors

T "1 T T, T, T,

@ —aHDe "L T L o & Toy @ Thw

ky, ot ko P ar—1 kyi l—a™ ky,

Pour w € 2\ A, en faisant tendre p vers I'infini, on obtient
w T, (w
a'mt <lim infﬁ < lim sup ﬁ <am™.
p—oo P p—roo p
Onplrendozk—1+1 k € N* et on a
T, (w T, (w
Yw € Q\ Ay, a,;ler < lim infL < lim sup L) < apm™.

P—00 p p—00 p
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On a alors
E X2 L <E Xt 2Ca
X Y G <E| X
7=>1 ]>X+ n=1,kn>j ]>1 j>X
=E |[(X7)* ) ]1X+>1 +(X7)? an+<1
| =X j=1
Chy Co
=K (X+) ﬂxf>1 Z ) +E (X+) ﬂXff<1Z-_2
i oy i1
[ 5 w2C
<E | (X} E|1 <
gy e T
/-\_/_ 7T2
=C,ym’ + 2 < 400
Du coup, on obtient finalement
Ty, Ty,
Sr(fi-elillze) <agv () <o
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Soit A" = |J Ag, alors P(A") < Y P (Ax) =0 et pour tout w € 2\ A, on a
k

k>1

T,

T
Vk > 1,0z;1mJr < liminfM < lim sup M <apm™.
p—o0 p p—r00 p
En faisant k ver l'infini, on obtient
T T,
mt < liminfM < lim sup M <m*
p—oo P p—oo p
Du coup
T,
Vw e Q\ A, lim Bw) =mT.
pP—o0 p

v) Par définition, { X" # Y, } = { X # X1} = {X;] > n}.
d P(X);>n) =) P(X{ >n)
n=1 n=1
= Z Z P (X1+ = x)

n=1 zeXH(Q),z>n
[

]
= > :1]P>(X1+:x)

zEXfL(Q) n

= > BP(X{ =2
JJEXI"(Q)

< Y 2P (Xf =2)=E[X/] < +o0.
xEXf(Q)

Par le lemme de convergence monotone (théoreme El), on obtient

P (lim sup{ X, # Yn}) = 0.

n—oo

En envisagant son complémentaire
B" :=liminf{ X =Y,}
n—oo
= U m{X::Yn}EA

m=2ln>m
={weQ:Im>1,Yn>m, X (w) =Y, (w)}

={w e N:we {X, =Y,} sauf un nombre fini de n},
onalP(B"t)=1. Pourwe BTN(Q\ A4,

S+(w) _ Tn(w) N ;,;(X:{(w) - Yn<w)) > - oo -

On note B = (Bt N(Q\ A))° = (BY)°UA € A, on a alors

P(B) =P ((B")“UA) <P((B)Y)+P(4)=0.

_l’_
C’est-a-dire que —~ converge presque stirement.
n
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c) De la méme maniere, il existe D € A, P(D) = 0 tel que quand n — oo, on a

So(w)

n

—m- YweQ\B.
n

Alors, P(BU D) =0 et pour tout w € Q\ (BU D),

+ —
Sp(w) _ SH(w) _S (w) o
n n n n—oo

Ce résultat montre la loi forte des grands nombres.

d) La loi forte des grands nombres implique la loi faible des grands nombres par

Remarque 2 de 'exercice 2.

Exercice 4. [Inégalité de Kolmogorov] Soit (X, ),en+ une suite de variables aléatoires réelles
discretes, mutuellement indépendantes, possédant un moment d’ordre 2, centrées. Soit a > 0.
Pour tout 1 <7 < n, on définit

Ss=X1+Xo+ -+ X, B,L:{|51’ <CL,...,|S¢,1| <CL,|S,L| 2@}

a) Montrer que pour i € [1,n], les variables S;1p, et S, — S; sont indépendantes.

b) En déduire que
E [Si1p,] =E [Si1p] + E[(S, — S)°1p] = ’P(B)).

¢) On pose C' = {maxi<;<, |5;| = a}. Montrer que

d) En déduire l'inégalité de Kolmogorov,

V(S,
P(max 1S;| > a) < ( )
1<i<n
e) Applique I'inégalité de Kolmogorov a I’exercicprécédent pour montrer que pour tout € > 0,

;P( max E—E[&}

kn <p<k'n+1 p p

1;
>€><ZM<+OO'

22):2
En déduire la loi forte des grandes nombres.

Solution d’exercice 4.

a) S;lp, est une fonction de (51, ...,.S;), donc c’est une fonction de (Xq,...,X;). S, —S; =
X+ + X Or (Xy, .0, XG) L (Xiga, -0, X)) = Sillg, AL (S, — S55).
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E [STQLHBJ E [(Sz + Sp — S@')2lBi]
E [S71p,] + E (S, — Si)?1p,] + 2E[(S, — S:)Si1,]
E[S21p5] +E[(S,— 5)%15]+2 E[S,—S] E[S1z]

—_—
E[X; 1]+ +E[X,]=0

= E [ClQlBJ +0+0
=ad’P (B;).

c) C = |[|{la 1-eme fois ou on va |S;| > a} = || B;. Dou P(C) = > P (B)).

i=1 i=1 i=1

d)
= " E[S?1p] ) V ( S)
—Y )<Y Pl gl 213 < YO
i=1 i=1
1c<1
e)
1) 1,
P max |—-—-E|—=||>e) <P max |1, —E[T,]| > <k, ).
kngpgkn+1 p p kn<p<k’n+1

On pose X, = T, — E[Tk,], )TJ =Yik1 —EYiik,1], 5 =2,...,p —k,+ 1. Les
E(V' sont variables centrées et indépendantes, admettant un moment d’ordre 2. Comme
T, —E[T,] = > it X = §p_kn+1, I'inégalité de Kolmogorov donne

27.2 27.2
e2k? e2k?

< V(gkn 17kn+1) V(T
SP*knJrl Z Ekn) < - _ ( kn+1)'

P max
kn <p<kn+1

V (T,
Dans l'exercice 3 iii), on a montré que Y (Zi,) < 4o00. Or ky41 ~ ak,, on a alors

TR
V (Th,,.)
z 82—,1{572: < +00. Donc

n

T T V(T;
E P max |-£—-E|=2||>¢ gg w<+oo, Ve > 0.
- kn<p<knt1 | P D ng%
Par I'exercice 2, on obtient
T T
max |—= —E {—p} 22 40.
kn<p<kn41 | P p n—00

Or E [%] —— m™, donc il existe D € A, P(D) = 0 tel que pour tout w € Q\ D,

pP—00
1, +
Ve >0,3dng > 1,Yn > ng, max |—(w)—m"|<e.
knépékn+1 p

(W) - m+‘ < e. Cest-a-dire que 2(w) — m*. La suite du
D p pP—00

processus est identique a celle de I’exercice précédent. 0

Du coup Vp > ky,,
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