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4 1 GROUPES ABELIENS DE TYPE FINI

Premiére partie

Théorie générale des groupes

1 Groupes abéliens de type fini

1.1 Structure de groupe abéliens de type fini

Soit (A, +) un groupe abélien.

Rappel 1.1. A est de type fini s’il admet une partie génératrice finie, i. e. une partie
{ai, -+ ,a,.} C A telle que tout a € A s’écrit a = r1a1+x2a9+- - -+ 2,0, pour des xy, -+ ,x, €

Z.. Autrementdit, le morphisme

T
ZT—>A, = T1Q1 + ToGo + - -+ + TpQp
T
est surjectif. Alors tout quotient de A est encore de type fini.
Exemple 1.2. Le groupe (Q, +) n’est pas de type fini!

Exemple 1.3. les groupes Z",r € N, Z/nZ sont de type fini.

Proposition 1.4. Si A est de type fini (et abélien!), tout sous-groupe B C A est (abélien)
de type fini .

Remarque 1.5. cette proposition est faute pour les groupes non abéliens !

Démonstration. Soit p : Z" — A un morphisme surjectif. Alors B C A est quotient de
C = pY(B) c Z". 1l suffit donc de montrer que C' C Z" est de type fini. On procede
par récurrence sur r. Pour » = 0, il n’y a rien a démontrer. Notons Z C Z" le sous-groupe
Z x{0}7~! Alors ZNC' est un sous-groupe de Z. Donc ZNC est engendré par un seul élément

c € ZNC'. Considérons le diagramme(avec suites exactes)

0 Z 7Zr ——=7 ! 0

]

0—>2ZNC—0C—>7(C) —0
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I )

La projection 7 : Z" — Z"', | : | = | ¢ | induit un isomorphisme de C'/(ZNC) sur 7(C).
T, Ty

Par I’hypothése de récurrence sur r, le sous-groupe 7(C) C Z "=1 est engendré par un nombre

fini d’éléments 7(cy), -+, m(cs). Alors il est clair que C' est engendré par co, - -, ¢s. m

Définition 1.6. Le groupe A est (abélien) libre de type fini s’il est isomorphe a Z"
pour un r € N. Une famille a; - --a, d’éléments de A est une base de A si le morphisme

7" — A, e; — a; est un isomorphisme.

Remarque 1.7. Une famille aq,--- ,a, est une base s.s.i. elle est génératrice et libre , i. e.

Vry,- -z, € Z.on a
T+ xa,=0 = r1=--=x,=0

Théoréme 1.8. Toutes les bases d’un groupe abélien libre de type fini ont le méme nombre

d’éléments, appelé le rang du groupe abélien libre.

Démonstration. Soit A abélien libre avec deux bases aq,--- ,a, et by, -+, b,. Soient ¢ : Z" —
A e a; et 1 Z° — A, e; — b; les isomorphismes associés. Alors ¢t o : Z" — Z° est
un isomorphisme. Donc les v; := 1™ 0 p(e;) forment une famille génératrice et libre dans Z?°.
Mais alors ils forment aussi une famille génératrice et libre dans le Q—espace vectoriel Q°.

En effet, tout e; est combinaison linéaire & coefficients entiers des v; et si on a une relation
ylvl+"'+yrvr:0

a coefficients rationnels, il suffit de multiplier par le produit des dénominateurs pour conclure
yp = -+ =y, = 0. Donc les vy, ,v, forment une base du Q—espace vectoriel Q°. Donc
r =S. 0

Remarque 1.9. Si V' # 0 est un espace vectoriel, tout 0 # v € V se compléte en une base.
Cette propriété est fausse pour riété les groupes abéliens libre. Par exemple 0 # 2 € Z ne se

compléte pas en une base de Z car les seules bases de Z sont 1 et -1.

Définition 1.10. Soit n > [ un entier. Le GL,(Z) est le groupe des éléments inversibles de
I'anneau M,,(Z).

Exercice 1.11. Une matrice M € M, (Z) est dans GL,(Z) s.s.i. det(M) € {£1}.
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Théoréme 1.12. Soit A € M,y,(Z) . Alors il existe P € GL,(Z) et Q € GL,(Z) telles que

_dl .
0
d
PAQ = s
0
0
0 --- 0
ot dyi,- - ,ds sont des entiers > 1 tels que dy|---|ds. Les d; sont déterminés par la matrice

A et s’appellent les facteurs invariants de A.

Démonstration. Montrons d’abord l'unicité. Notons B la matrice PAQ et ImB C 7ZP le
sous-groupe formé des Bx,x € ZP. Alors il est clair que 'automorphisme Z? — ZP induit un
isomorphisme de I'mA sur ImB et donc un isomorphisme Z?/ImA — ZP/ImB. 1l est clair
que ImB est le sous-groupe d1Z @ --- B d,Z B 0D --- B0 C ZP. Or si My et My sont deux
groupes abéliens et M] C M; et M} C M, des sous-groupes, alors M; & My/M] & M) =
My /M & My /M. Donc

ZP)ImB ~L)dy & --- & Z)dy & TP~

Notons T := Z/dy & --- & Z/ds, V'isomorphisme ZP/ImA ~ ZP/ImB entre T et le sous
-groupe de torsion de ZF/ImA :

(27 /ImA), ={y € Z"/ImA | ny =0 pour un n € Z\ {0} }
Donc T et (ZP/ImA); sont fini et isomorphes. Donc
(ZP [ ImA), ~Z)dy © --- S Z)d,, dy|--|ds.

Par la classification des groupes abéliens finis, les d; sont déterminés par le groupe (Z?/ImA);,
et donc parla matrice A.
— Montrons l'existence. On procéde comme pour les matrices a coefficients dans un corps :

on utilise les opérations élémentaires qui correspondent & des multiplications a droite et a
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gauche par des matrices dans Gl,(Z) resp. GL,(Z), par exemple
0 1 11 -1 0
1ol o1 |o 1|’

On peut supposer que A # 0.
Etape 1 : En permutant les lignes et les colonnes on transforme A en une matrice telle que

|a11| soit minimal parmi les les |a;;|. Si nécessaire, on multiplie la premiére ligne par —1 pour
obtenir a;; > 0. Dans la suite, on va retourner plusieurs fois a 1’étape 1 mais a chaque fois
la valeur de |a1;| va diminuer strictement de fagon que le processus doit s’arréter aprés un
nombre fini d’itérations.

Etape 2 : Supposons qu’il y a un coefficient a;;,7 > 1, non nul a la premiére colonne .
Effectuons une division euclidienne a;; = ¢ - a1 +r ot 0 < r < aq;. Soustrayons ¢ fois la
ligne 1 a la ligne i. Cette opération transforme a;; en r < aq;. Si r # 0, on retourne a 1’étape
1.

Etape 2’ : Comme I'étape 2 mais pour les colonnes. Aprés un nombre fini d’itérations des

étapes 1,2 et 2’, on obtient une matrice de la forme

mais il est possible que a;; ne divise pas tous les coefficients de B. Alors on prend un b;; non
divisible par a1, on ajoute la colonne j a la colonne 1 et on retourne a I’étape 1. Aprés un

nombre fini d’itérations on obtient une matrice

ou aq; divise tous les coefficients de B. On conclut par récurrence sur la taille de la matrice.
O

Remarque 1.13. Si k est un corps, on a une division euclidienne pour ’anneau des polynémes

en une variable k[T]. Si on remplace la valeur absolue par le degré et qu’on demande que

les d; soient des polyndmes unitaires, alors on un théoréme analogue (avec la "méme "
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démonstration) pour des matrices A € M, ,(k[T]) avec P € GL,(k[T]) = {P | det P € k*}
et Q € GLy(k[T)).

Théoréme 1.14 (la base adaptée). Soit M un groupe abélien libre de rang fini p. Soit L C M
un sous-groupe.Alors L est (abélien) libre de rang s < p et il existe une base eq,--- ,e, de M

et des entiers strictement positifs di|- - |ds tels que dieq, - -+ ,dses forment une base de L.

Démonstration. Choisissons un isomorphisme ¢ : ZP — M. On sait que ¢ '(L) C ZP est de
type fini. Soit ay,- - - ,a, une famille génératrice de ¢~ '(L). Soit A € Myx,(Z) la matrice de

colonnes ay, - -, a,. Soient P, Q,dy, - ds comme dans le Thm. On considére le diagramme

74 _A_gp _~ 0\

SIS

71 —=177

ou D = h .On a ¢ (L) = ImA et P induit un isomorphisme de ImA
ds

0 0

sur

ImD=dZ&---®dZ®08---d0CZ°

Alors il est clair que les = *(p~te;),1 < i < p forment une base de Z” avec les propriétés

souhaitées. n

Théoréme 1.15 (Théoréme de structure). Soit A un groupe abélien de type fini. Alors il

existe des entiers r et s et des entiers 1 < dy|dy|-- - |ds déterminés par A tels que
AxZ" SL/LWZLS - - DL/

Définition 1.16. Le rang de A est rgA =p .

Remarques 1.17. (i) A est fini s.s.i. r = 0. 1l est abélien libre s.s.i. s = 0.
(ii) Soit ¢ : 2" D L|W\Z D -+ D L/dZ = A un isomorphisme (choiz!) . Alors l'image

A =p(0BZ/ ML & - S Z)dT) C A

ne dépend pas de choix de p. En effet, le sous-groupe 0 & Z/d\Z & --- ® Z/dsZ est le
sous-groupe de torsion de ' ® L)A1& - - - DZL/dsZ. Donc son image par ¢ est le sous-
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groupe de torsion de A : Ay ={a € A | na =0 pour un n € N\ {0}}. Ce sous-groupe
est clairement indépendant du choix de ¢. Mais Ay = p(Z" & 0) C A dépend du choix
de p. Exemple :

267255 7207/2=4A, A,=7&0

ZOL)2 5 LHL)2, (n,m) — (n,7 +m)
Alors Ay = {(n,n+m) | n € Z,m € Z/2} # As. Car l'image de Ay par la projection
Z®L|2 — Z]2 est non nulle.

(11i) Notons A; le sous-groupe de torsion de A. Alors on a une suite exacte canonique
0> A —>A— A/A,— 0

Le groupe AJA; est isomorphe (de fagon non canonique!) a Z". La suite est scindée :
le sous-groupe A; admet un supplémentaire isomorphe a AJA; : A~ A, @ AJA; Mais

elle n’est pas canoniquement scindée !

Définition 1.18. Un groupe abélien est indécomposable s’il est non nul et n’est pas la

somme directe de deux sous-groupes non nuls.

Corollaire 1.19. Tout groupe abélien de type fini est somme directe de groupes abéliens

indécomposables qui sont uniques a isomorphisme et permutation pres.

Démonstration. 'existence est claire par le théoréme de structure et le lemme chinois (voir
I'exemple). Montrons 1'unicité. Dans la décompose en indécomposables, le nombre de facteurs
Z est le rang du groupe, donc unique. Il suffit de montrer 1'unicité pour un groupe abélien
fini B. Le groupe B est la somme directe de ses p—Sylow. Donc on peut supposer que B est

un p—groupe. Alors la classification des groupes abéliens finis donne

B:Z/pml @Z/pmz@...@Z/pms

Exemple 1.20. Soit A=7/2® 7Z/6 & Z/60 & Z/600. Par le lemme chinois,

7]2 ~17]2
6=2x3 Z/6~Z/20ZL/3
60=2*x3x5 Z/60~7/4ADL/3DL]5
600 = 2° x 3 x 5% 7Z/600/2 ~Z/8 B Z/3 D Z/25
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La décomposition en groupes abéliens indécomposables de A est donnée par la somme des

groupes a droite des equations.

1.2 Illustration : le théoréme de Mordell

Une courbe elliptique sur Q est I'ensemble E des solutions (x,y) € Q* d’une équation
y? = 2 +ax +0b, ot a,b € Q t.q. 4a® + 27b*> # 0. On admet aussi le "point & l'infini "
O = (0,00) comme solution. Toutes les droites verticales passent par O. On peut munir F

d’une structure de groupe abélien, d’élément neutre O telle que
P+Q+R=0 < P,Q,R sont alignes.

Il est non trivial de montrer que (£, +) est un groupe (associativite!). Il est clair que (E,+)

est abélien.
Théoréme 1.21 (Mordell 1922). Le groupe abélien (E,+) est de type fini.

Théoréme 1.22 (Mazur, 1977). Le groupe de torsion E; est isomorphe & l'un des groupes
suwants : Z/n,1 <n <10,Z/2® Z/d ot d € {2,4,6,8}.

1.3 Les groupes GL,(Z) et SL,(Z)

Soit n > 1 un entier. Considérons les matrices suivantes :

— Transvection élémentaires : E;;(a) = I, + aE;j, a € Z,i # j.

— Dilatations : D;(e) = diag(1,--- ,1,¢,1,--- ,1),e € {1, -1} = Z*.
_1 -

— Transpositions : ,oua; =aj; =0, a5 =a;; = 1.

L - 14
Théoréme 1.23. (i) Toute matrice A € GL,(Z) s’écrit A = L - diag(l,--- ,det A), ot L

est un produit de transvections élémentaires.

(ii) Le groupe SL,(Z) est engendré par les transvections élémentaires E; ;11(1), Eit1,(1), 1 <
1 <n-—1.
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Démonstration. (i) Soit E le sous-groupe de SL,(Z) engendré par les transvection élémen-
taires. Soit D C G L,(Z) le sous-groupe engendré par les dilatations. Pour e € {£1} et a € Z,
on a D;(¢)Ey(a)D;(e)~! = Ey(Fa). Donc DE = ED. Nous avons

11 1 0|1 1 B 0 1

0 1| -1 1|0 1| [=1 0
donc les transpositions sont £ D. La démonstration du "Thm PAQ" montre alors que ED =

2

0 1 -1 0

GL,(Z). Notons que [ Lol T [ 0 1]. Sig € GL,(Z), on a g = ed pour e € E et
d € D et la derniére remarque montre que l'on a aussi g = ¢’ - det(1,---,1,det g) pour un
e ek
(i7) On note que Ejj(a) = E;i;j(1)*, a € Z, et que [E;j(a), Ejx(b)] = Eiy(ab) pour i < j <
k, a,b € Z. Donc E est engendré par les E;;+1(1), Eipq1,(1), 1 <i<n-—1. H

2 Groupes simples et suites de composition

Rappel 2.1. Un groupe G est simple s’il est non trivial et ses seuls sous-groupes distingués
sont {e} et G.

Remarque 2.2. G est simple s.s.i. G admet exactement deux sous-groupes distingués s.s.i. G

est non trivial et n’admet aucun quotient autre que {e} et G.

Rappel 2.3. Les groupes simples abéliens sont exactement les groupes Z/pZ, ow p est premier
(a isomorphisme pres! ). Le groupe alterné A, (A : Agothique) est simple pour n =3 oun >
5. Le groupe A4 n'est pas simple : le groupe de Klein V = {Id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} est

n_un

un sous-groupe distingué (V : "Vierergruppe"="groupe des quatres”, allemand : "Vier"="four

"="quatre".) Le groupe PSL,(F,) est simple sauf sin =2 et p € {2,3}.
Théoréme 2.4 (Feit-Thompson 1963). Tout groupe fini simple non abélien est d’ordre pair.

Remarque 2.5. La démonstration faisait 255 pages et n’a pas été beaucoup simplifiée depuis.

2.1 Le théoréme de Jordan - Holder

Soit G un groupe. Une suite de composition de G est une suite finie G = Go> G > --- >
G, = {e} de sous-groupes emboités tels que chaque sous-quotient G;/G;11, 0 < i < 1 est

simple.
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2 GROUPES SIMPLES ET SUITES DE COMPOSITION

Exemples 2.6. (i) Le groupe Z/6Z a pour treillis de sous-groupes

(i)

/Z /GZ\
27./67. 3Z/67.

\ (0} /

Donc Z/67Z admet exactement deux suites de compositions : Z/6Z > 27Z/6Z > {0} et
Z/6Z 1> 37/67 > {0}. sous-quotients : Z/2 et Z/3.

Le groupe Z/p"Z, p premier, n > 1, a pour treillis de sous-groupes
Z[p"Z —pL/p"L — - —p"L/p"Z — {0}

Il admet donc 'unique suite de composition
ZIp"ZL1> pZ)p"Z 1> - - - > p" L p" 1> {0}

ol tous les sous-quotients sont isomorphes a Z/pZ.

Le groupe F2 = Z/2 ® Z/2 a pour treillis de sous-groupes oit Dy = Fy -

1
0 7D2:]F2'

1 0
1] , D3 =Ty- ) Il'y a exactement 3 suites de composition : F3r>D;>{0}, 1 <17 < 3.

Sous-quotients : Deux fois Z /27!

Remarque 2.7. Les suites de compos. de Z/4Z ont aussi comme sous-quotients deux
fois Z /27 mais Z/2 & Z]2 # 7 /4.

Considérons A = Z /727 ~ 7. /8Z @ 7/9Z. Alors tout sous-gr. de Z/8 & Z/9 est de la
forme A @ B ou A est un sous-groupe de Z/8 et B un sous-groupe de Z/9. En effet,
siC CZ/8&Z)9, alors C est la somme de son 2—Sylow C” et de son 3—Sylow C” et
C'=Cn(zZ/80), C"=CnN(0&Z/9). Donc le treillis des sous-groupes est

pour Z/9

pour Z/8 0}

Les suites de composition sont en bijection avec les chemins du sommet du treillis vers
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{0}. Il y en a 10 car tout chemin est de longueur 5 et déterminé par la position des
deux segments. Or (J) = 10. Les sous-quotients sont Z/2,Z/2,Z/2,Z/3,Z/3 & une

permutation pres.

(v) Pour n =3 oun > 5, le groupe sym. &,, admet une suite de composition &,, > 2, > {e}

aux sous-quotients Z/27Z et U,.

(vi) Le treillis des sous-groupes de 2, est
Ay

Z]20Z)2~=V
<(123)> <(124)> <(134)> <(234)>
<(12)(34)> <(13)(24)> <(14)(23)>

{e}

Il y a 3 suites de composition aux sous-quotients Z /37 ~ A4 /V,7/2,7/2.

(vii) Le groupe Z n’admet pas de suite de composition : Supposons que G > Z est un sous-
groupe t.q. Z/6, est simple. Alors G; = pZ pour un nombre premier p. Donc G| ~ Z.

On obtient forcément une suite infinie
7D p1Z D p1pals D prpapsle D - -

(dans le treillis des sous-groupe de Z, il n’y a pas de chemin fini du haut vers le bas)

Exercice 2.8. Tout groupe abélien fini A admet (en général : plusieurs) une suite de com-
position dont les sous-quotients sont les Z/pZ, ou p parcourt les diviseurs premiers de 1'ordre
|A| de A avec leurs multiplicités. Combien y a-t-il de suites de composition ? (Cela dépend

de la structure de A, pas seulement de |A| comme le montre 'exemple de Z/2®7Z/2 et Z/4).

Définition 2.9. Deux suites de composition G = Go > G > --- > G, = {e} et G = Hy >

Hyr>---> Hy = {e} sont équivalentes si r = s et il existe une permutation o € &, telle

que Gi/Gi—l—l ~ HU(Z‘)/HJ(i)+1,0 <i<r.

Théoréme 2.10 (Jordan-Holder). (i) Tout groupe fini admet une suite de composition.
(i) Si un groupe fini admet deuz suites de composition, elles sont équivalentes.

Remarques 2.11. (i) Les termes G; d’une suite de composition ne sont pas uniques (voir

les exemples), seulement les sous-quotients sont unique @ isomorphisme pres.
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(ii) On dit que G est une extension de K par H s’il existe une suite exacte 0 — H —
G — K — 0. La partie (1) du thm dit que tout groupe fini est extension itérée de
groupes finis simples. La partie (i) dit que les groupes simples qui interviennent dans
[’extension itérée sont uniques a isomorphisme et permutation prés. Le théoréme ne dit
rien sur la nature de Uextension : Z/2 ® 7Z/2 et Z/4 sont deuz extensions de Z/2 par

Z]2. Le thm réduit la classification des groupes finis a deux problémes :
(a) la classification des groupes finis simples.
(b) la classification de leurs extensions itérées.
Le probléeme (b) a été résolu au milieu des années 80. La démonstration occupe plusieurs

milliers de pages.

Lemme 2.12. Soient G un groupe et Hy et Ky deuz sous-groupes distingués t.q. G/H; et
G/ K, sont simples. Alors HiNK; est distingué dans Hy et Ky et on a G/H; ~ K;/(H1NK})
et G/Kl >~ Hl/(Hl N Kl)

Démonstration. On a le diagramme

Hc G —2% G/H,

HlmKl(_>KlT‘K»7T(K1) ’ZKI/(HlmKl)

1

Comme G/H; est simple, on a ou bien 7(K;) = G/H, ou bien 7(K;) = {e}. Montrons que
le deuxiéme cas est impossible : Si K;/(K; N Hy) = {e}, alors K1 C H; et H;/K; est un
sous-groupe distingué du groupe simple G/K;. Comme H; # G, on doit avoir H;/K; = {e}
ce qui est impossible car H; # K;. n

Démonstration du Théoréme. (i) On peut supposer G non trivial. Si G est simple , il n’y a
rien & démontrer. Sinon, on a une suite exacte 0 - H — G — K — 0 pour des groupes H
et K d’ordre strictement plus petit que |G|. Par récurrence sur |G/, ils admettent des suites
de composition : H = Hy>---> H, = {e} et K = Kgi> --- > Ky = {e}. Alors G admet la

suite de composition
G=Go>rm '(K)>--->7 '(K)=H=H>---1>H, = {e}

(7) G est un groupe fini. Soient (Hy,---, H,) et (K1, -, K,) deux suites de composition

t.q. r < s. Si H; = K;, on applique a ce groupe I’hypothése de récurrence (sur la longueur



2.1 Le théoréme de Jordan - Holder 15

de la suite de composition) : elle donne ’équivalence des suites (Hg, - -+, H,) et (K, -+, Ky)
du groupe H; = K;. Comme on a aussi G/H; = G/Kj, on obtient 'affirmation. Supposons

que Hy # K;. On considére le diagramme

/Hl \/\)HQ JH N ~—H, ={e}
Gy /H10K1<—)L3ﬁ ...... ~ L ={e}
K Iy K5 Joenees ~ K, ={e}

Soit (L;) une suite de composition de Ly (existe car |Ls| < 00). Par le lemme, tous les
quotients de termes consécutifs dans ce diagramme sont simples. Donc H; admet deux suites
de composition : Hy > Hy > H3 > --- > H, = {e} et Hi > Ly> L3> --- > Ly = {e}.
Comme la suite de premiére composition est de longueur r — 1 < r, on peut appliquer
I’hypothése de récurrence pour conclure que » = t et qu’on a des isomorphisme entre les sous-
quotients convenablement permutés. Le groupe K aussi admet deux suites de composition :
K> Lo Ly ---> Ly ={e} et k1> Ky> K> --- > Ky = {e}. Comme la premiére est de
longueur r—1 < r, on peut encore appliquer ’hypothése de récurrence pour obtenir que t = s
et qu’on a des isomorphismes entre les sous-quotients permutés. Comme G /Ky ~ H; /Ly et
G/H; ~ K;/L,, on en déduit I'affirmation. O

APPENDICE : le théoréme de Jordan-Holder pour des groupes quelconques

Lemme 2.13 (Lemme du papillon (Zassenhaus)). Soient G un groupe. Supposons qu’on a des
sous-groupes BAA < G et DIC < G. Alors on a B(AND)<B(ANC) et (BNC)D<(ANC)D
et

B(ANC)/B(AND) < (AnC)/(BNC)(AND) = (ANnC)D/(BNC)D

Démonstration. Comme D> C,ona AND>ANC et BN(AND)> B(ANC). De méme
pour (BN C)D > (AN C)D. Rappelons que si H est un sous-groupe et N un sous-groupe
distingué, alors H/(HN N) = HN/N. Pour H = ANC et N = B(AN D) dans A, nous

obtenons
(ANC)/(ANC)NB(AND) = (ANC)B(AND)/B(AN D)

Or nous avons (ANC)NB(AND)=(BNC)-(AND)et (ANC)B(AND)=B(ANC).
De méme, on montre que (ANC)/(BNC)(AND) = (AnC)D/(BNC)D. O
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Définition 2.14. Soit une suite de sous-groupes G = G > Gy > - - - > (.. Un raffinement
est une suite de sous-groupes obtenue en insérant un nombre fini de sous-groupes G; =
Gy > -Gy, = Gy entre G; et G, pour chaque 1 < i < m. Une suite G = H >---> H;
est équivalente a G = G1>-- > G, sir = set G;/Giy1 ~ Hoy/Hoi)41 pour tout 1 <i <r

pour une permutation o € G,..

Théoréme 2.15 (Schreier). Soit G un groupe. Deux suites de sous-groupes de G : G =
Gi>--->G,={e} et G=H > - > H; ={e} ont un raffinement commun.

Démonstration. Pour 1 < i < r—1et 1 < j < s, on pose G;; = Giy1(H; NG;). Alors

Gis = Gj41 et nous avons un raffinement de G = Gy > - - - > G, = {e} donné par
G = G11 > G12 > > Gl,s—l > G2 = G271 > GQ’Q > > Gr—l,l > > Gr—l,s—l > {6}

De méme, on pose Hj; = H;1(G; N H;) pour j =1,---,s—1eti=1,---,r. Ceci donne
un raffinement de G = H; > --- > H,. Par le lemme du papillon, pour 1 < i < r —1 et
1 < j < s—1,on a un isomorphisme G;;/G;j+1 =~ Hj;/H;;11 (). Nous considérons les
deux suites & (r — 1)(s — 1) + 1 termes formées de G;;,0 < i < r, 0 < j < s, et {e} et
de H;;,0 <i<r, 0<j<s,et{e}. Pour chaque couple (i,7), on a l'isomorphisme (k). Il

s’ensuit que les deux suites & (r — 1)(s — 1) 4+ 1 termes sont équivalentes. O

Théoréme 2.16 (Jordan-Holder). Deux suites de composition d’un groupe G : G = G >
> G, = {e}, Gi/Gipq simple Vi, G = Hy > ---> Hy = {e}, H;/Hj11 simple Vj sont

équivalentes.

Démonstration. On consideére le raffinement (G;;) comme dans la démonstration du Thm de
Schreier. On observe que pour tout ¢, comme G;/G;11 est simple, il existe exactement un
indice j t.q. Gi/Git1 =~ Gi;/Gi j+1. Donc la suite des sous-quotients non triviaux de la suite
(G;) et de la suite raffinée (G;) est la méme (& des isomorphismes prés). Par la démonstration

du théoréme de Schreier, elle est aussi la méme & permutation prés pour (Hj;) et (H;). O

3 Groupes résolubles

Rappel 3.1. Soit G un groupe. Le groupe dérivé D(G) est le sous-groupe de G engendré
par les commutateurs [g,h] = ghg™'h™, g,h € G. Si f : G — H est un morphisme, alors
f(D(G)) € D(H). En particulier, D(G) est distingué dans G. Le quotient G, = G/D(G)
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est abélien. C’est le plus grand quotient abélien de G. Il s’appelle l’abélianisé de G. Le

morphisme m: G — Gy, est universel parmi les morphismes de G vers un groupe abélien :

| Y

Gap — —H;fA abelien

Autrement dit, w induit une bijection Mor(Gap, A) — Mor(G, A), f+ for.

Définition 3.2. La suite dérivée de G est la suite G := D°G > D'Gr>---> D" PIG > - -,
ou D""'G = D(D"(G)), Yn > 0.

Remarque 3.3. Si f : G — H est un morphisme, alors f(D"G) C D"H (récurrence sur n). En
particulier, D"G est distingué dans G (et donc dans D" 'G) pour tout n > 1. Le quotient
D"G/D""'G = (D"F)4 est abélien.

Proposition 3.4. G est résoluble s’il vérifie les conditions équivalentes suivantes :
(i) il existe n € N t.q. D"G = {e}.
(i) il existe une suite G = Go > G1 > Go > --- > G, = {e} de sous-groupes emboités t.q.
Gi/Giyq est abélien, Y0 < i <.

Démonstration. (i) = (i) est clair : G; = D'G.
(it) = (i) : Comme G/G; est abélien, on a G; D D'G. Par récurrence sur i, on montre de

méme que G; contient DG pour 1 < i < r. Donc D"G est trivial. O]

Remarque 3.5. A un polynoéme P € Q[X], on peut associer un groupe fini : son groupe de
Galois G. On peut montrer (théorie de Galois) que G est résoluble s.s.i. I’équation P(z) =0

est résoluble par radicaux, voir I’année prochaine.

Exemples 3.6. (i) Tout groupe abélien est résoluble (alors D'G = {e}).

(ii) Le groupe symétrique &,, est résoluble pour n < 4 mais non pas pour n > 5 car alors
on a D™, = 2, pour tout m > 1 (car alors D'&, = 2, , DA, = 2,). Donc &,
n’est pas résoluble pour n > 5. Cela entrainera que 1’équation générale de degré n > 5

n’admet pas de solution par radicaux.

(iii) Un groupe G qui est résoluble et simple est cyclique d’ordre premier. En effet, on
a D(G) C G (sinon, on aurait D"G = G, Vn > 0). Comme G est simple, on a
D(G) = {e}. Mais alors G est abélien et simple, si G # {e}, il contient un g # e.
Cet élément doit engendrer G. Donc G est cyclique. Comme G n’a pas de sous-groupes

autres que G et {e}, G est cyclique d’ordre premier.
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(iv) Si k est un corps, le groupe affine
GAk)={f:k—k|Jack etbektyq f(x)=ax+b}

est résoluble, car on a la suite {id} > T > GA(k), ou T est le groupe des translations
z— x+b b€k et GAk)/T = k*. Mais pour n > 2 et k = F,, p # 2,3,
les groupes SL, (k) et GL,(k) ne sont pas résolubles car D(GL,(k)) = SL,(k) et
D(SL,(k)) = SL,(k).

Proposition 3.7. (i) Tout sous-groupe et tout quotient d’un groupe résoluble est résoluble.

(ii) Soit 0 - H — G — K — 0 une suite exacte. Alors G est résoluble s.s.i. H et K sont

résolubles.

Démonstration. (i) : Si H < G, alors D"H < D"G et si m: G — K, alors 7(D"G) = D"K.
(i7) : On a "=" par (i). Montrons "<=" : Soit ny € N t.q. D" (K) = {e}. Alors
(D™ (G)) = D" K = {e}. Donc D™ (G) C H. Mais alors D" (G) = D"(D™(G)) C D"H
et D"H = {e} pour n > 0. Donc G est résoluble. O

Exemple 3.8. Pour n > 2, le groupe SL,(Z) n’est pas résoluble. Comme SLo(Z) < SL,(Z),
il suffit de montrer que SLy(Z) n’est pas résoluble (par (i)). En effet, la projection Z —
Z/5Z = F5 (morphisme d’anneaux) induit un morphisme surjectif SLy(Z) — SLo(F5) (car
SLy(F5) est engendré par les transactions élémentaires). Donc si SLy(Z) était résoluble, alors
S Ly(IF5) serait résoluble ce qui n’est pas le cas car D(SLy(F5)) = SLo(F5).

Terminologie. Un sous-quotient d’un groupe G est un quotient d’un sous-groupe de G.

Remarques 3.9. (i) Par (i), tout sous-quotient d’un groupe résoluble est résoluble .

(i) On a des suites exactes 0 — D"1'G — D"(G) — (D"G)ep — 0, Vn > 0. Si G est
résoluble, il s’ensuit que G est dans la cloture par extensions de la classe des groupes
abéliens ( D"G est dans cette cloture par récurrence descendante sur n ). Avec (i), cela
implique que la classe des groupes résolubles est la cloture par extensions de

la classe des groupes abéliens.

Proposition 3.10. Un groupe fini G est résoluble s.s.i. ses sous-quotients simples sont cy-

cliques d’ordre premier.

Démonstration. "<=": Soit G = Gy > G1 > --- > G, = {e} une suite de composition. On

procéde par récurrence sur r. Si r = 0, il n'y a rien & démontrer. Supposons r > [. Par
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I'hypothése de récurrence, le groupe G est résoluble et le groupe G/G; est résoluble. Donc

G est résoluble.

"—-" . Si G est résoluble, tout sous-quotient de G est résoluble. En particulier, les sous-
quotients simples sont résolubles. Or un groupe simple et résoluble est cyclique d’ordre pre-

mier. O

Exemple 3.11. Soit G un groupe d’ordre impair. Alors ses sous-quotients sont d’ordre im-
pair. Donc ses sous-quotients simples sont d’ordre impair. Par le théoréme de Feit-Thompson,
les seuls groupes simples d’ordre impair sont les groupes cycliques d’ordre premier p > 3. Par

la proposition précédente, G est résoluble.

4 Groupes nilpotents

Définition 4.1. Soit G un groupe. Sa suite centrale descendante est la suite
G =C'G, C*G =[G,G] .= DG, C°G =G,[G,G]],--,C""G =[G, C"d]

ou [G, C"G] est le sous-groupe engendré par les commutateurs [g,c|, g € G,c € C"G.

Lemme 4.2. (i) si f : G — H est un morphisme, alors f(C"G) C C"H. En particulier,
C"G <G, Vn > 1.

(ii) On a G =C'G>C*Gr>--->C"G>---.
Démonstration. Pour (i), on fait récurrence sur n et (ii) résulte de (7). O

Proposition 4.3. Soit 7 : G — G/C"MG. Alors n(C"G) est central dans G/C" TG et

C™ @ est le plus petit sous-groupe distingué de G avec cette propriété.

Exercice 4.4. Vérifier ’identité de Hall-Witt :
Ve,y,z € G, (lay ' 2 (ly, 2 oalf - [[z,27 ] y)P =e

ou z9 := grg~! et déduire que [C'G,C'G] C C"G,Vi,j > 1 (d’ou la convention C'G = G).

Définition 4.5. Un groupe G est nilpotent s’il existe n € N t.q. C""G = {e}. Alors le

plus petit n > 0 avec cette propriété s’appelle la classe de nilpotence de G.

Remarques 4.6. (i) Tout groupe nilpotent est résoluble car D"G C C"'G (récurrence).
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(ii) Si G est nilpotent tout sous-groupe H < G et tout quotient K = G/N sont nilpotents
car C"H C C"G et C"K = 7n(C"G) oum: G — G/N, pour tout n > 1.
(ii1) On a C"(G x H) = C"G x C"H. Donc tout produit fini de groupes nilpotents est

nilpotent.

Exemples 4.7. (i) Soit n > 2 et soit G le groupes des matrices unitriangulaires nxn :

1
*
o= 1 ={A € M\(Z) | a;j =0, Vi > j et a;; = 1, Vi}
L 1-
Alors

o ] (10 0 = ]

* 1 *
C2G = o x|, CG = . 0|, C"G = {1}

0 -0
L - - 1-

Donc G est nilpotent de classe n — 1. De méme pour des matrices unitriangulaires a

coefficients dans n’importe quel anneau commutatif.

(ii) Supposons que G est un p—groupe d’ordre p"”, n > 1. Alors G est nilpotent. En effet,
c’est clair si n < 1, et pour n > 1, G est une extension centrale (voir plus loin) :
0— Z(G) - G — G/Z(G) — 0, ou Z(G) est non trivial, G/Z(G) est un p—groupe

d’ordre < p™ qui eat nilpotent par récurrence. Donc G est nilpotent.

Définition 4.8. Soit 0 - H — G — K — 0 une suite exacte telle que H est central dans

G. Alors on dit que GG est une extension centrale de K par H.

Lemme 4.9. Dans cette situation, si K est nilpotent, G est aussi nilpotent.

Démonstration. Supposons que C"K = {e}. Alors n(C"G) = {e} et C"G C H. Mais alors
C"1G =[G, C"G| C |G, H] = {e}. O

Rappel 4.10. La classe des groupes résolubles est la cloture par extensions quelconques de

la classe des groupes abéliens.
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Proposition 4.11. La classe des groupes nilpotents est la cloture par extensions centrales

de la classe des groupes abéliens.

Remarque 4.12. Explication du mot "cloture" (en anglais : closure) : Soit C une classe de
groupes et O une opération qui a 2 groupes G et G5 associe une classe de groupes O(G1, G3)
(p. ex. la classe de toutes les extensions de Gy par GG3). Alors la cloture de C par O est la
plus petite classe C de groupes telle que

— CDOC.

— Si Gl, G2 € C, alors O(Gl,Gg) C C_

Démonstration. Soit N la classe des groupes nilpotents. On sait que N contient les groupes
abéliens et qu’elle est stable par extensions centrales. Donc elle contient la cloture £ de la
classe des groupes abéliens par extensions centrales. Soit G un groupe. On a G/C'G = {e}

et on a des extensions centrales
0— C’pG/C”HG — G/CPHG — G/CPG -0, p>1

Par récurrence sur p, il s’ensuit que G/CPT'G € &€ pour tout p > 1. Donc G € & si G est
nilpotent. Donc N C &. ]

Définition 4.13. Soit G un groupe. On pose Zy(G) = {e}, Z1(G) = Z(G) = centre de G.

Pour n > [, on pose

Zn1(G) = {image reciproque dans G du centre de G/Z,(G)}
={9€G|onagrg 'zt € Z,G, pour tout x € G}

Remarques 4.14. (i) On obtient une suite croissante {e} = ZoG <1 Z1G QZ;G < -+ et

pour tout p > 0 une extension centrale
0—Z,1G/Z2,G - G/Z,G — G/Z,:,.G — 0 (x)

— Si H < G est central dans G, on n’a pas toujours Z,G = 7= Y(Z,(G/H)), ou 7 : G —
G/H. Par ezemple, soit G = {£1, i, +j, £k} le groupe quaternionigue. On a Z(G) =
{£1} et G/Z(G) est abélien. Donc Z,(G/Z(G)) = G/Z(G) et m=1Z1(G/Z(G))) =
G # 7Z,(G) = Z(G).

Lemme 4.15. G en nilpotent s.s.i. Z,G = G pour un n > 0.
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Démonstration. "<=" : On a G/Z,G = {e}. Par récurrence descendante sur p < n, on

trouve grace a () que G/Z,G est nilpotent pour tout p > 0. Donc G = G/Z,G est nilpotent.

"—" : On procéde par récurrence sur la classe de nilpotence de G. (c’est le plus petit
entier n tel que C""'G = {e} ). Supposons que C"G = {e}. Montrons par récurrence sur
m € {0,--- ,m} que C""™(G) C Z,,(G). Pour m = n, on obtiendra que G = C°G C Z,(G).
Pour m = 0, on a C"G C Zy(G) = {e} par hypothése. Supposons que C"™(G) C Z,,(G).
Soit y € G"™1(@). Si x € G, on a alors [z,y] € C"™(G) C Z,,(G). Donc 7(x) est central
dans G/Z,,(G) et y € Zp11(G). O

5 Croissance des groupes de type fini

Soient G un groupe de type fini et A = {ay, - ,a,} une partie génératrice. Pour m > 0,
on note Bg a(m) C G l'ensemble des produits d’au plus m facteurs dans AU A™'. On a la

fonction de croissance ;4 : N — N, m |—>}BG7A(m)}.

Définition 5.1. Le graphe de Cayley de GG par rapport a A est le graphe orienté étiqueté

qui a
— pour sommets les éléments de G

— une fléche étiquetée a a € A de = vers ax pour tous a € A et tous x € G.

Exemples 5.2. (i) G = (Z,+) et A= {1}, graphe de Cayley :

1 1 1 1 1 1

o — 00— 00— 00— 0 — 00— 0

3 -2 -1 0 1 2 3

(ii) G = (Z/6Z,+), A =1, graphe de Cayley :
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, graphe de Cayley :

(111) G = Zz, A= {61,62}, €1 = [;] , € = [

_ O
| I |

distange 3de0

|

oo,
Jm
A
o—>0——0
e— >0 ——0

|

—
&
—

—

*e— 00— @

distance 2 de 0

Remarque 5.3. La fonction croissance nous renseigne sur la géométrie du graphe de Cayley :

Bg a(m) :{ sommets a distance < m de e dans le graphe de Cayley }
= nombre de points dans la boule de rayon m autour de 0 dans le graphe

de Cayley considéré comme espace métrique.

Exemples 5.4. (i) Dans G = (Z,+) avec A = {1}, on a Bz 4(0) = {0} et Bz a(m) =
{=m,---,0--- ;m}. Donc Bz a(m) =2m+1, Vm > 1.

(ii) La partie B = {2,3} C Z est encore génératrice. On peut montrer ( ce n’est pas

complétement trivial ) que

1 m=20
Bzp(m) =<5 m=1
144 6(m — 2) m > 2

Remargue 5.5. On a toujours g a(m) < (2|A| +1)™ (compter les mots en 'alphabet A U

{e} U A~ ). Donc la croissance est au plus exponentielle.

Définition 5.6. Soit 5y, 85 : Z — Z deux fonctions croissantes. On définit
f1 X By s.s.i. il existe ¢ >0 et a € N\ {0} t.q. B1(m) < ¢fBa(am), Ym € N\ {0}

En particulier, 8; ~ B s.s.i. f1 < [o et B2 <X Sy.

Exemples 5.7. (i) Toute fonction croissante bornée est équivalente a fonction constante.

(ii) Deux fonctions polynomiales (croissantes) sont équivalentes s.s.i. elles ont méme degré.
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(iii) Pour tout a > 0, a € N, les fonctions m +— 2™ et m +— 2™ sont équivalentes.

Proposition 5.8. Soient Ay, Ay C G deux parties génératrices. Alors Ba a, ~ Ba,a,-

Démonstration. 11 suffit de montrer que B¢ a, < B 4,. S0it @ un entier tel que les éléments
de A; se trouvent dans fSg.a,(a). Alors on a A7' C Bg.a,(a). On en déduit Bg.a,(m) C
BG,AQ (am) O

On note g = fg.a pour n'importe quelle partie génératrice finie A C G. Donc f¢ est bien

définie a équivalence preés.

Définition 5.9. G est & croissance polynomiale de degré < d si 3¢ < (m +— m?). G est

a croissance exponentielle si fg ~ (m — 2™).

Exemples 5.10. (i) Tout groupe fini est a croissance polynomiale de degré 0.
(ii) Z est a croissance polynomiale de degré 1.
(iii) Z" est a croissance polynomiale de degré r, Vr > 0.

(iv) Un groupe abélien A de type fini et de rang r ( Donc A ~ Z" @ A;, A; = sous-groupe

de torsion fini ) est a croissancepolynomiale de degré r.

(v) Pour n > 2, les groupes SL,(Z) sont a croissance exponentielle. Esquisse de démons-

tration : On peut supposer que n = 2. On considére le sous-groupe H engendré par

1 2 1 0
M = 01 et N = 5 1 . On montre que le produit M N ... M Nb £ [, pour

r > 0eta;,b € Z\ {0}. Cela suffit car si H > G sont de type fini, alors g < fa

(exercice!).

Remarque 5.11. 1l existe des groupes de type fini qui ne sont ni & croissance polynomiale
ni a croissance exponentielle! C’est la réponse par Rostislav I, Grigorchute en 1984 a une

question de John Milnor en 1968.

Proposition 5.12. Soit G un groupe de type fini. Les groupes C"G/C" "G, n > 1, sont
(abéliens) de type fini.

Démonstration. Montrons 'affirmation par récurrence sur n > [. Soit aq,--- ,a, des généra-
teurs de G. Alors leurs classes engendrent bien sur G/C?*G = G/|G, G| = G, . Supposons
n > 2. Soient by, -+ , by € C"G des éléments dont les classes engendrent C"G/C™ G, On va

montrer que C"'G/C™2G est engendré par les classes des [ai!, b;tl], 1<i<r, 1<j<s.

)
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Il suffit de montrer que, modulo C" @G, tout commutateur [z, z|, r € G, 2 € C"G, est produit

de ces éléments . Pour des éléments z,y, 2 d'un groupe quelconque, on a
[zy, 2] = [y, 2][[z, 9l 2][z, 2] (1)

[z, y2] = e, yl[r, 2]z, 2] 0] (2)

(exercice de calcul!). Si on prend z € C"G dans (1), on obtient
2y, 2] = [y, 21z, 0l 2] = [y, 2l 2] mod ™26

Donc le groupe C" G /C™"+2G est engendré par [a!, 2],1 < i < r,z € C"G. Par (2), chaque
[af!, 2] est dans le sous-groupe de C"*!/C"+2G engendré par les [af, b;-tl], 1<i<r 1<

(2

J<s. ]

Théoréme 5.13 (J. A. Wolf 1968). Tout groupe nilpotent de type fini est a croissance poly-

nomiale.

Remarque 5.14. C’est plausible car les groupes nilpotents "ressemblent beaucoup" aux groupes

abéliens.

Esquisse de la démonstration. Supposons que C3G = [G, [G, G]] = {e}, c’est-a-dire que tout

commutateur de G est central. Soit A = {ay,--- ,a,} une partie génératrice finie de G qui

contient e et est stable par passage a l'inverse. Pour tout entier m > 0, un élément g de

Bg a(m) est produit de exactement m éléments de A. Si ce produit contient un sous-produit
1 -1 1

N . _ 1
aja;, ot j > i, on le remplace par a;a;[a;",a; ]. Comme [a; ", a; | est central, on peut le

déplacer tout a la droite du produit. Aprés un nombre fini d’étapes (au plus 142+ - -+ (m—1)
étapes), on arrive a une expression g = alflaé” e affrc ouk; >0,ki+---+k.=netcestun

produit d’au plus m(m — 1) commutateurs. On en déduit

1

Ba.a(m) <O(m") - B[G,G],[A,A](ﬁm(m —1))

Comme le groupe dérivé [G, G| est abélien de type fini. On en déduit que G est a croissance
polynomiale de degré < r + r2. Dans le cas général, on procéde par récurrence sur la classe

de nilpotence de G et a chaque étape, on utilise un argument similaire. O

Définition 5.15. Un groupe G est virtuellement nilpotent s’il contient un sous-groupe

nilpotent d’indice fini.
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Corollaire 5.16. Tout groupe de type fini virtuellement nilpotent est a croissance polyno-

miale.

Exercice 5.17. Démontrer le corollaire.

Etapes : Soit G un groupe fini. Soit H < G un sous-groupe.
— Supposons H de type fini. Montrer que Sy < Bg.

— Montrer que si H est d’indice fini, alors il est automatiquement de type fini et S5 ~ (¢.
Remarque 5.18. De fagon trés surprenante, la réciproque du corollaire est vrai aussi!

Théoréme 5.19 (M.Gromov 1981). Un groupe de type fini est a croissance polynomiale s.s.1.

1l est virtuellement nilpotent.

Remarque 5.20. Quid des groupes resolubles de type fini? On peut montrer (Milnor, Wolf
1968) qu’il existe des groupes résolubles de type fini a croissance exponentielle (on sait en

construire explicitement) !

Deuxiéme partie

Représentations de groupes

Soient G un groupe et K un espace vectoriel.

Définition 5.21. Une représentation de GG dans un k-espace vectoriel V' est un morphisme
de groupes p: G — GL(V).

Notation. On note (V, p) la donnée d’une représentation et on utilise p ou' V- comme abrévia-
tion pour (V, p). Si on a une représentation (V, p), Uaction associée de G surV :GxV —V
est définie par

gv=np(g)(v), YgeGVYveV

La donnée de l’action associée est équivalente a celle de la représentation.

Exemples 5.22. (i) Si V est de dimension 1, alors le choix d’une base v; € V' donne un
isomorphisme k£* — GL(V), A — (v — Av) qui est canonique, i.e. indépendant du
choix de v;. Donc une représentation p : G — GL(V') est équivalente & un morphisme
G — k*. Si G est abélien et k£ = C, alors p: G — C* est simplement un caractére du

groupe abélien G (voir la 17 partie du cours).
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(ii) Si G est un sous-groupe d'un groupe GL(V) (par exemple si dimV < oo, on a G =
SL(V) C GL(V)), alors l'inclusion G < GL(V') s’appelle la représentation standard
ou tautologique de G.

(iii) Une représentation de G dans V = k™ est donnée par une famille de matrices p(g) €
GLn(k) t.q. p(gh) = p(g)p(h), Vg, h € G.

(iv) Soit X un G—ensemble, ¢’est-a-dire un ensemble X muni d’une action de G (a gauche).
Soit V' = kX l'espace vectoriel des combinaisons linéaires formelles d’éléments de X.
Donc par définition, les éléments 1.x = e, de X forment une base de kX. Pour tout
g € G, 'application e, — ey, s’étend linéairement en un automorphisme linéaire p(g) :
kX =V — kX = V. On appelle (V, p) la représentation de permutation associée

au G—ensemble X. Sous-exemples :

— G = &3 agissant sur X = {1,2,3}. Alors kX s’identifie avec V = k3 et p: &3 —
GL(kX) s’identifie avec la représentation p : &3 — GLs(k) par des matrices de

permutation :
1 00 010 0 0 1
Id— |0 1 0], (12)— |1 0 O],---,(123)— [1 0 Of,
0 0 1 0 0 1 010

— X = (G avec 'action G x X — X donnée par la multiplication de G. Alors V = kG

devient une représentation de G (de dimension finie sur |G| < 00).

Terminologie. Le degré ou la dimension d’une représentation (p,V) est dimV .

6 Sous-représentations

Définition 6.1. Soit (p,V) une représentation. Une sous-représentation est un sous-
espace W C V t.q. ¢W C W pour tous g € G. On appelle W aussi un sous-espace

invariant (ou G-invariant).

Remarque 6.2. Dans ce cas, l'action induite G x W — W, (g,v) +— gv fait de W une
représentation de G, et l'action induite G x V/W — V < W, (g,v) — gv fait de V/W une

représentation.

Exemples 6.3. (i) Si(p, V) est une représentation, le sous-espace des vecteurs fixes V¢ =

{veV |guv=rv. Vg€ G} est toujours une sous-représentation de V.
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(ii) Si V = k™ est la représentation de permutation de &, (associée a I’action canonique
S, x{1,---,n} = {1,---,n}), alors Vj = {z € k" | Y., z; = 0 } est une sous-

1
représentation. De méme, la droite Vi = k- |---| est une sous-représentation. D’ailleurs,

1
onaV =V,® V) ss.i car(k) ne divise pas n.

Remarque 6.4. Soit p une représentation de G dans un espace vectoriel V' de dimension finie.
Soit W C V un sous-espace. Soit vy, -+ , vy, Upy1,- -+ , U, une base de V t.q. vq, - - - , v, forment
une base de W C V. Notons T'(g) € GL, (k) la matrice de p(g) dans la base vy -+ , v, -+ , vy,
(Les T'(g) définissent une représentation de G dans k".) le sous-espace W C V est une

sous-représentation de V' s.s.i. on a

Vg € G,

et alors la représentation induite dans W est décrite par les matrices T1(g), g € G et la repré-
sentation induite dans V/W est décrite par les T»(g), g € G, dans la base m(vpy1), - -+, 7(vn),
ourm:V —=V/W.

7 Morphismes

Définition 7.1. Si (V4, p1) et (Va, p2) sont deux représentations, un morphisme f : (V4, p1) —
(Va, p2) est une application linéaire f : V} — V5 t.q. fopi(g) = p2(g) o f, Vg € G.

Remarque 7.2. De fagon équivalente : f(g.v) = g.f(v),Yv € V, Vg € G. Alors ker(f), im(f)
et cok(f) héritent de structures de représentations. ( ker(f) C Vi, et im(f) C V;, sont des

sous-représentations et cok(f) = V,/im(g) une représentation quotient ) :

Vs

T

f) cok(f)

ker

diagramme de représentations.

Définition 7.3. Un morphisme f : (Vi, p1) — (Va, p2) est un isomorphisme si f: V; — V;

est bijective.
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Remarques 7.4. (i) Dans ce cas, la réciproque =1 : Vo — Vi est encore un morphisme.

(ii) Deux représentations p1 : G — GL,(k) et po : G — GL,(k) sont isomorphes s.s.i. il
existe une matrice P € GL,(k) t.q. pa(g) = Ppi(g)P~', Vg € G. Autrement dit, les

familles de matrices (p1(g))gec €t (p2(g))gec sont simultanément conjugués.

Exemples 7.5. (i) Une représentation p : Z — GL, (k) est équivalente & la donnée d’une
seule matrice inversible p(1) (car p(k) = p(1)*, k € Z). Deux telles représentations sont

isomorphes s.s.i. les matrices p1(1) et pa(1) sont semblables (<= conjugués).

(ii) Une représentation de Z? — GL,(k) est équivalente a la donnée de deux matrices

1 0
inversibles A = p( 0 ) et B = p( . ) qui commutent : AB = BA. Deux représenta-

tions données par (A1, By) et (As, By) sont isomorphes s.s.i. (A1, By) et (As, By) sont

A . PA1P_1 - AQ
simultanément conjugués : on a pour un P € GL, (k).
PBlpil =By

8 Représentations indécomposables

Définition 8.1. Soient p; et ps des représentations de G dans des espaces V; et V3, leur

somme directe est la représentation de G dans V; & V5 donnée par

p1(9) @ p2(g) : Vi Vo= Vi Vs
(v1,v2) = (p1(g)(v), p2(9)(v))

Remarque 8.2. Soient p; et ps des représentation dans kP resp. k9 données par des familles
de matrices T1(g) € GL,(k) et Ta(g) € GL,(k). Alors p; @ p est la représatation dans kP*9

donnée par les matrices

T

€ GLyiy(k), g€ G

Définition 8.3. Une représentation est indécomposable si elle est non nulle et n’est pas

isomorphe a la somme directe de deux représentations non nulles.

Exemple 8.4. Supposons k = C (ou k alg. clos quelconque). Soit A € C* et soit n > 1 un
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entier. Soit

(A 1 0 0]
A1
Jn(N) = .. 0] € GL,(C).
1
L )‘_

Soit V,, » la représentation de Z dans k™ donnée par J,(\). Alors clairement (forme normale
de Jordan), toute représentation de dimension finie de Z est isomorphe a une somme directe

de représentations V,, \ : V2V, 5\, @ @V,

Lemme 8.5. V), est indécomposable et donc toute représentation de de dimension finie de
7. est isomorphe a une somme directe de représentations indécomposables uniques a isomor-

phisme et permutation pres.
Démonstration. Soit U C V,,  une sous-représentation non nulle. On va montrer que ke; C U.

Soit u € U un vecteur non nul. Ecrivons u = ¢ye; + - -+ 4 ¢e;, ot ¢; # 0. Alors

- ~1-1

U3 (Ju(\) = \-Id)"v) = ERE (v) = ce; # 0

0

Donc 0 # ¢e; € U et key C U. Donc si U; et Us sont deux sous-représentations non nulles, on
ne peut avoir Uy @Us =V, \ car UyNU, D key # {0}. Donc V,, ) est bien indécomposable. [

Théoréme 8.6 (Krull-Remah-Schmidt). Soit G un groupe et soit k un corps. Toute re-
présentation de dimemsion finie de G est somme directe de représentations indécomposables

uniques a isomorphisme et permutatoion pres.

Remarque 8.7. Ce théoréme réduit le probléme de classification des représentations de dimen-
sion finie de G a celui de la classification des représentations indécomposables de dimension
finie. Pour G = Z, on connait la solution du probléme (blocs de Jordan si k est algébrique-
ment clos, matrices compagnons de polynomes P(X)!, P(X) € k[X] irréductible, [ > 1, si k
est quelconque). Pour un groupe G général sur un corps k général, ce probléme est ouvert

et, dans un certain sens, insoluble (probléme "sauvage").
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Définition 8.8. Soit V une représentation et U C V une sous-représentation. Un sup-
plémentaire G-invariant est une sous-représentation (donc ¢g.W C W, Vg € G) t.q.
V =U @ W. On dit que U est un facteur direct (ou un sommand direct) de V si

U admet un supplémentaire G-invariant.

!
11
Exemple 8.9. Soient G = Z et V = k* avec p : Z — GLo(k), | — 01 .l € 7. Soit

U = ke;. Clairement, U est une sous-représentation. Mais U n’est pas un facteur direct. Si W
était un supplémentaire G—invariant, alors on aurait V = U & W avec U # {0} et W # {0}.

Alors V serait décomposable. Or on vient de voir que V est indécomposable. Autre raison : la
matrice 01 n’est pas diagonalisable. Or si on avait un supplémentaire G—invariant W de

U C V, alors dans une base adaptée a la décomposition V =U @ W (dimU =1 = dim W),
toutes les matrices p(l) sont diagonales. Reformulation : la suite exacte de représentations

0—>U—V = V/U — 0 n’est pas scindée en tant que suite exacte de représentations.

9 Représentations irréductibles

Définition 9.1. Une représentation V est irréductible si elle est non nulle et que ses seules

sous-représentations sont {0} et V.

Remarques 9.2. (i) DoncV est irréductible s.s.i. V admet exactement deux sous-représentations

(a savoir {0} et V).

(ii) Soit V' une représentation. Si V' est irréductible, alors V' est indécomposable (car chaque
facteur direct 0 # U # 'V est aussi une sous-représentation # 0 et # V). Par contre,
une représentation indécomposable n’est pas irréductible en général. Par exemple, si

V =V, est la représentation indécomposable associée a

A1 0 0
Al
Jn(A) = L 0], n>1 ANEK
1
L )\_

alors key est une sous-représentation non nulle. Donc V), x est irréductible s.s.i. n = 1.
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Cela peut arriver aussi si G est un groupe fini et car(k) | |G|, par exemple soit

G - C GLQ(FP)

*

alors la représentation tautologique V = k? est indécomposable mais non irréductible
car U = key est une sous-représentation # 0 et # V. Notons que |G| = (p—1)*p. Donc

car(k) | |G| dans ce cas.

Lemme 9.3. Soit G un groupe abélien. Supposons que k est algébriquement clos. Alors les

représentations irréductibles de dimension finie sont celles de dimension 1.

Remarques 9.4. (i) Si G et k sont quelconques, les représentations de dimension 1 sont
toujours irréductibles.
(ii) Le groupe Z a la représentation V = k[T, T7Y], ou l € Z agit par multiplication par T'.
Elle est irréductible et de dimension infinie.
(111) Si k n’est pas algébriquement clos, il peut y avoir des représentations irréductibles de

dimension finie > 1 méme si G est abélien. Par exemple G = Z/3Z admet la représen-

tation irréducible p : G — GLy(R) donnée par

sinfl  cosf

l
_ 0 —sing| - 2
p(Z):[COS S ] JeZ/SZ,ng

(facile : si 0 # U C R? est une sous-représentation, alors U = R?. )

Démonstration du lemme. Soit V' une représentation irréductible de dimension finie de G.
Soit g € G. Soit 0 # W C V un sous-espace propre de p(g) pour une valeur propre A € k
(k est alg. clos!). Montrons que W est une sous-représentation : Soit h € G. Soit w € W. A

montrer : Vw € W, on a
g.(haw) = (g.h).w = (h.g)w = h.(g.w) = h.(Aw) = Ah.w

Donc h.w est encore vecteur propre pour la valeur propre A de p(g). Donc h.w € W. Comme
0 # W et V est irréductible, on a W = V. Cet argument est valable pour tous les éléments
g € G et montre que les p(g), g € G sont des homothéties. Donc toute droite D C V' est une

sous-représentation. Comme V' est irréductible, V' est une droite. O

Exemple 9.5. Soit G = Z/nZ et k = C. Les représentations irréductibles de G sont de
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dimension 1. Ce sont exactement les caractéres x : Z/nZ — C*. On sait qu'ils sont de la

forme x. : k +— C*, ot ¢ est une racine n-éme de 'unité.

Remarque 9.6. Si n > 2, les représentations standard de GL,(R) et SL,(R) dans R™ sont
irréductibles car ces groupes agissent transitivement sur I’ensemble des droites (vectorielles)
de R"™. C’est aussi le cas pour les groupes O, (R) et SO, (R) car ces groupes agissent transi-

tivement sur la sphére S"~1 C R", et cette sphére engendre R™.

Exercice 9.7. Soit G = &3 et soit V =C3la représentation de permutation associée au
G-ensemble {1,2,3}. Soit V = { 2 € C*> | 22, = 0 }, montrer que V est irréductible et
que dimV = 2.

Définition 9.8. Si (V1, p1) et (V3, p2) sont deux représentations, leur produit tensoriel est

I'espace Vi ®; Vo muni de Paction donnée par les p1(g) ® pa(g), g € G.

Exemple 9.9. Supposons que V; est de dimension 1. Donc p; : G — GLy(k) = k™ est un

caractére. Alors V; ® V5 est isomorphe & la représentation

pr2: G — GL(V2), g~ pi(g)p2(g).

Clairement, les sous-représentations de pio sont les mémes que celles de p,. En particulier,
(Va, p12) est irréductible s.s.i. (Va, pa) est irréductible. En général, si V; et V, sont irréductibles

et de dimension > 1, alors V| ®; V5 n’est pas irréductible, en général.

10 Représentations complétement réductibles

Définition 10.1. Une représentation V' de G est complétement réductible si chaque
sous-représentation U C V est un facteur direct (i.e. il existe un sous-représentation W C V
t.q V=UaW).

Théoréme 10.2. Une représentation est complétement réductible s.s.i. elle est isomorphe a

la somme directe d’une famille (éventuellement infinie) de représentations irréductibles.

Démonstration. Pour la dimension compléte voir 'appendice. Montrons que si V' est com-
plétement réductible et de dimension finie, alors V' est somme directe de sous-représentation
irréductibles : On procéde par récurrence sur dim V. Si V est irréductible, il n’y a rien a
démontrer. Sinon, V' admet une sous-représentation 0 # U ?Cﬁ V. Par ’hypothése , U est

un facteur direct, donc il existe une sous-représentation W C V t.q. V = U @& W. On a
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dimU < dimV et dimW < dim V. Par I’hypothése de récurrence, U et W sont des sommes

directes de sous-représentations irréductibles. Donc V' aussi. O]

Exemple 10.3. Soit G = Z. Soit k = C. Les représentations irréductibles de dimension finie
de Z sont les V4 , A € C, données par des matrices [A]. Donc les représentations complétement
réductibles (V) p), p: Z — GL,(C) sont a isomorphismeprés les Vi, @ --- @ Vi,,, A € C*,

c’est a dire que p(1) est diagonalisable avec valeurs propres Aj, -, A,.
A
A2
sem’l-)\fable
An

Idée : Les représentations complétement réductibles de dimension < oo sont des généralisa-

tions des matrices diagonalisable.

Appendice : pour le cas de dimension infinie Soient G un groupe et k£ un corps.

Théoréme 10.4. Soit V une représentation. On a équivalence entre
(i) V est completement réductible.
(ii) V est la somme d’une famille de sous-représentations irréductibles.

(111) V est la somme directe d’une famille de sous-représentations irréductibles.

Démonstration. Seule 'implication (iii) = (ii) est claire. Le lemme suivant montre que
Lemme 10.5. Soient V' une représentation et V; C 'V, i € I des sous-représentations irré-
ductibles telles que V = Zid V;. Alors il existe J C I tel que V = ®;cjV;.

Démonstration du lemme. Soit J C I maximal tel que la somme @;c;V; est directe. Montrons
que ®;c;V; = V. Soit j € J. Sil'intersection V; N @;e;V; était nulle, alors V; serait en somme
directe avec @;c;V; ce qui contredit la maximalité de J. Donc V; N @;c;Vi est non nulle.
Comme V; est irréductible, I'intersection est égale a V; et V; C @ic;V;. Comme j € I est

quelconque, ona E =", Vi C ®c/V;. 0

Montrons que (iii) = (i) : Supposons que V = @;c;V;, ou les V; sont irréductibles. Soit

F C V une sous-représentation. Soit J C I maximal tel que la somme F' + (®;c;V;) est
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directe. Soit j € I. Alors V; N (F + (B;esV;)) est ou bien égal & V; ou bien nul. Si c’est
nul, la somme F + (®;ecin(;3 Vi) est encore directe ce qui contredit la maximatité de J. Donc
V; C F & (®icsV;) et comme j est quelconque, on a F' @ (P Vi) = V.

Montrons que (i) == (i¢) : Montrons d’abord que toute sous-représentation non nulle de
V' contient une sous-représentation irréductible. Soit 0 # v € V. Considérons la sous-

représentation

U :{ chg.v ‘ ¢y € k, ¢y = 0 sauf pour un nombre fini de g € G }

geG

Par le lemme de Zorn , elle admet une sous-représentation maximale M C U telle que V' ¢ M.
Par I'hypothése, nous avons V' = M @ M’ pour une sous-représentation M’ C V. Nous avons
alors U = M & (M'NU) (car si u € U, alors u = m +m' avec m € M et m’ € M’ et
alors m' = u—m € M'NU). Comme M est maximal dans U, le quotient U/M — M'NU
est irréductible et bien str contenu dans U. Soit maintenant Vy C U la somme de toutes
les sous-représentations irréductibles de V. Si on a Vi # V, alors on a V = V;, & W pour
une sous-représentation W # 0 de V. Mais alors W contient une sous-représentation simple

S C V et on devrait avoir S C Vj. Contradiction ! O

A titre d’information, nous montrons aussi

Proposition 10.6. Toute sous-représentation et tout quotient d’une représentation comple-

tement réductible est complétement réductible.

Démonstration. Soit V' une représentation complétement réductible et soit U C V' une sous-
représentation. Soit Uy C U la somme des sous-représentations irréductibles de U. Nous avons
V = Uy @ W pour une sous-représentations W de V. Il s’ensuitque U = Uy @& (U N W) (car
pour u € U, on a u = uy + w pour ug € Uy et w € W et alors w =u —ug € UNW ). Si
U N W est non nul, il contient une sous-représentation irréductible. C’est une contradiction.
Donc U = Uy et Uy est complétement réductible. Si V/U est un quotient, on choisit U’ tel
que U @ U’ = V et alors on a V/U = U’ qui est complétement réductible en tant que

sous-représentation de V. ]

Théoréme 10.7 (Maschke). Si G est un groupe fini dont ordre n’est pas divisible par la
caractéristique de k, alors toute représentation de G est complétement réductible. (par exemple

c’est le cas si k est de caractéristique nulle)
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Premiére démonstration pour k =R ou k = C et dimV < co. Soit k € {R,C}. Soit (V,p)
une représentation de dimension finie de GG. Soit < -, - > un produit scolaire resp. un produit

scolaire hermitien si & = R resp. k = C. (par exemple si V' = C", on peut prendre < x,y >=
> Ty; ). Posons

1
L v,W = — Z < g.v,g.w >
Gl 2=

Exercice 10.8. (i) <, > est encore un produit scolaire resp. un produit scalaire resp.
un produit scalaire hermitien.

(i) <, > est G-invariant. i.e. < h.v, h.w >=< v,w >, Yo,w € V, Vh € G.

(iii) Soit U C V une sous-représentation. Soit W son orthogonal pour <, >>:
W={weV| <u,w>=0, VueU }

Alors V. =U @& W (car < , > est un produit scolaire resp. scalaire hermitien) et W
est G—invariant : ¢.W C W, Vg € G.

]

Deuzieme démonstration dans le cas général. Soit U C V une sous-représentation. Alors U
est un sous-espace vectoriel. Soit py : V' — V une projection linéaire sur U C V', i.e. im(pg) =

U. Posons

1 1
p(v) = €] > gpolg'v)

geG

Alors p: V' — V est encore une projection (exercice!) et son image est encore U (exercice!)
On utilise que g.U C U, Vg € G. En outre, p: V — V est un morphisme de représentations

(exercice!). Donc ker(p) C V est une sous-représentation, on a
V = ker(p) @ im(p) = ker(p) @ U

Donc W = ker(p) est bien un supplémentaire G-invariant de U. O
Lemme 10.9 (Schur). Soient G un groupe et soient Vi et Vo deux représentations irréduc-
tibles. Soit f : Vi — Vo un morphisme. Alors

(i) Ou bien f est nul ou bien f est un isomorphisme.

(ii) Sik est alg. clos et Vi =V, et dimV; < oo, alors f est une homothétie (= multiplication

par un scalaire).
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Démonstration. (i) : Si f # 0, alors ker(f) & Vi et 0 # Im(f) C Va. Or Vi et V; sont
irréductible, et ker(f) et im(f) sont des sous-représentations. Donc {0} = ker(f) et Im(f) =

V5. Donc f est un isomorphisme.

(17) : Comme k est alg. clos et V] de dimension finie, 'endomorphisme f : V; — V; admet
une valeur propre . Alors f —\-Id : V; — V; est un endomorphisme non inversible. Comme
V1 est irréductible, par (i), ona f — A - Id = 0. O

Terminologie. La représentation de permutation kG associée a l'action G x G — G de G

sur lui-méme par multiplication & gauche s’appelle la représentation réguliére.

Lemme 10.10. Soit V' une représentation. Alors pour tout v € V', il existe un unique mor-

phisme f, : kG =V t.q. f(e) =v.

Remarque 10.11. Soit Homg(kG, V') espace des morphismes kG — V| Alors autrement dit,
on a un isomorphisme d’espaces vectoriel Homg(kG,V) = V, f + f(e) (propriété univer-
selle de kG).

Démonstration. Pour v € V, on définit f, : kG — V par f,(9) = f.(g.€) = g.f,(e) = g.v.

Alors f,(e) = v et f, est un morphisme (exercice!) et c’est la seule possibilité. ]

Lemme 10.12. Soit G un groupe. Alors toute représentation irréductible V- de G est un
quotient de kG. En particulier, si |G| < oo, alors dimV < dim kG = |G].

Démonstration. Soit 0 # v € V. Soit f : kG — V 'unique morphisme t.q. f(e) = v. Alors
Im(f) C V est une sous-représentation non nulle. Comme V' est irréductible, Im(f) =V et
V' s’identifie au quotient de kG par ker(f). ]

Proposition 10.13. Soit G un groupe fini dont l’ordre n’est pas divisible par car(k). Alors
toute représentation irréductible est un facteur direct de la représentation réguliere kG. En
outre, G n’admet qu’un nombre fini de représentations irréductibles a isomorphisme prés et

elles sont toutes de dimension < |G|

Démonstration. Les hypothéses sur G et k impliquent que toute représentation de G est
complétement réductible et donc somme directe d’une famille de représentations irréductibles.
En particulier, on a kG = V] @ --- &V, pour des sous-représentations irréductibles V;. Soient
V' une représentation irréductible, 0 # v € V et p : kG — V le morphisme t.q. p(e) = v.
Alors p est surjectif car V' est irréductible et I'm(p) est une sous-représentation non nulle.
Soit p; : V; = V larestriction de p a V; C V. Comme p # 0, on a p; # 0 pour un i. Mais alors,

par le lemme de Schur, p; est un isomorphisme. Donc V' ~ V; est facteur direct de kG. [
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Exemple 10.14. Soit G un groupe. Alors G admet toujours la représentation triviale
V =k avec gv = v, Yv € V, Vg € G. Elle est irréductible (toute représentation de dim 1 est
irréductible) . Si G = {e}, alors pour tout espace vectoriel V', il n’y a qu'un seul morphisme
p: G — GL(V). Donc la donnée de (V, p) est équivalente de celle de V' et tout sous-espace

vectoriel est G—invariant. Donc pour G = {e},
{ représentations de G } = { espaces vectoriels }

{ morphismes } = { applications linéaire }

Donc comme tout espace vectoriel V' de dimension > 2 admet un sous-espace U C V t.q.
0 # U # V, les représentation irréductible de G sont exactement les espaces vectoriels de
dimension 1. Ils sont tous isomorphes & k. Donc k est 'unique représentation irréductible a
isomorphisme prés. Dans ce cas, le lemme 10.5 est équivalent au fait suivant bien connu :

Toute famille génératrice (v;);e; d’un espace vectoriel V' contient une base (v;);es, ou J C 1.

Proposition 10.15. Soit V' une représentation.

(i) Soit S une représentation irréductible. Soit Vs := > Im(f), ot f parcourt [’ensemble
f:S—=V
des morphismes f : S — V. Alors V, C V est la plus grande sous-représentation

de V isomorphe a une somme directe de copies de S. On l’appelle la composante

isotypique de type S de V.

(ii) Soit J un systéme de représentants des classes d’isomorphisme de représentations ir-
réductibles de G. Alors la somme ) 4. ; Vs est directe et ©sesVs est la plus grande
sous-représentation completement réductible de V. En particulier, V' est complétement
réductible s.s.i. V = @ge7Vs

Démonstration. (i) : Par le lemme 10.5, la somme V; = > Im(f) est bien isomorphe &
f:S=>V
une somme directe de copies de S. Soit U C V une sous-représentation telle qu’il existe un

isomorphisme ¢ : @;c1S — U Soit inc; : S < @erS Vinclusion du facteur étiqueté par j € 1.

Alors la composition inc;j : S < @;erS — U < V est un morphisme f : S — V. Donc son
©

image est dans V;. Comme j € [ est quelconque , on a U C V.

(77) : Soit S € J. Considérons U = > Vg. Par le lemme 10.5, on a U ~ @;c;S; ou les

S'eJ\{S}
S; sont irréductibles et non isomorphes a S. On a aussi Vg ~ @;c;S pour un ensemble J.

Comme Vs NU C Vg est un facteur direct (car Vg est complétement réductible), il existe
un morphisme p : Vg — Vs NU t.q. plygnv = Idvynp. Alors la composition @S ~ Vg EiN
Ve NU < U = BicrS; est un morphisme @;c;S ER DicrS;. Notons proj; : ®ierS; — S la
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projection sur le facteur S;. Alors proyj; o f oinc; est un morphisme S 255, 0Or S et S, sont
irréductibles et non isomorphes. Donc g = O (lemme de Schur). Donc f = 0et VsnU = {0}.
Montrons que @Gge7Vs C V est la plus grande sous-représentation complétement réductible
de V. Soit U C V une sous-représentation complétement réductible. On a un isomorphisme

@ierS; — U, ot les S; sont irréductibles. Alors o(S;) C Vgsi S € J et S; ~ S. Donc
©
©(Si) C DsegVs et U = @ierp(Si) C DsegVs. [

Soit G un groupe fini dont 'ordre n’est pas divisible par la caractéristique de k.

Rappel 10.16. Toute représentation de G est complétement réductible ( <= somme di-
recte de représentation irréductibles). A isomorphisme prés, G n'admet qu’un nombre fini de

représentations irréductibles Sy, - - ,S; et dim S; < |G].

Corollaire 10.17. Soit V une représentation de dimension finie de G. Alors V est la somme

directe de ses composantes isotypique Vs,, et Vg, ~ S pour des entiers n; > 0 uniques.

Remarque 10.18. En particulier une représentation de G de dimension finie est irréductible

s.s.i. elle est indécomposable.

Proposition 10.19. Par la proposition, on a V = &'_, Vs, et Vs, ~ SI. Il reste a montrer

lunité des n;. Montrons que si S est irréductible et ST ~ S™ alors p = n.(voir la remarque

apres la démonstrationpour un argument simple) Soit o : ST — S™ un isomorphisme. Procé-

dons par récurrence sur p > 0. Si p = O, alors ST = {0} et S™ = {0} et n = 0. Supposons

p > 1. Notons proj; : S™ — S la projection sur les facteur étiqueté par i et inc; : S — ST
T

Uinclusion du facteur étiqueté par j. Posons @;; = proj; o poinc;. Six = | | € SP, alors
Lp

on a ¢(z) =Y pij(x;). Autrement dit, ¢ est donné par la matrice
i=1

Y11 0 Pip

(pnl . e gpnp

a coefficients dans D = Hom(S,S) = {f : S — S | f morphismes } Notons que D est
une algebre non commutative en général, mais ot tout élément non nul est inversible. On dit
que D est une "algébre a division” ou un "corps gauche”. Si la premiere colonne est nulle,

alors ker(p) # 0. C’est une contradiction car ¢ est un isomorphisme. Quitte a renuméroter
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les facteurs, on peut supposerque p11 # 0 et donc o1 est inversible, Quitte a composer a
SDI11

. . Idg
gauche avec l'automorphisme de S™ de matrice . on peut supposer que

Idg
p11 = Idg. Alors si on compose successivement avec ’automorphisme de S™ de matrice

Idg ldg
0

, on peut supposer que la premiére colonne de la matrice est
—¥i1

ldg 0

Alors ¢ : SP =5 S™ enwoie le premier facteur S C SP par Ids sur le premier facteur S C S™.

Donc on a un diagramme commutatif auz lignes exactes

S Gp s SP fine; (S) ~ 5P

IdLN eolN wlfv
SC—— S ——= S /incy (S) ~ S™1

ncy

ol @ est encore un isomorphisme. Donc p — 1 =n — 1 par récurrence.

Remarque 10.20. Soit S une représentation irréductible et soient p,n € N tels que S? ~ SV.

Si dim S < o0, il est immédiat que p = n car alors
p-dimS = dim S” = dim S" = n - dim S.

La démonstration ci-dessus montre que l'on a p = n méme si S est de dimension infinie!

Exemple 10.21. G = Z/27Z, k = C, alors il y a 4 de représentations de dimension 3 de G
a isomorphisme prés. En effet, G est fini et car(C) = 0 ne divise par |G| = 2. Donc chaque
représentation est somme directe de représentations irréductibles. G est abélien. Donc ses
représentations irréductibles de dimension finie sont de dimension 1. Donc elles sont données

par des caractéres, i.e. des morphismes p: (Z/2,+) - C*. Ilyen a2 :

pr:7Z/2 —C*, kw1 trivial : 1}
p2:ZJ2 — C*, ks (=1)F sign : Vs

Toute représentation de dimension 3 V' est somme directe V' ~ V™ @ V,* pour des ny, ny
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uniques t.q. n; + ne = 3. Donc

{ V ‘ V représentation de dimension 3 } /isomophisme

:'{ (nl,ng) € N2 | n1+ne = 3} =4

Appendice : la réciproque du Théoréme de Maschke

Proposition 10.22. Si G est un groupe fini dont ['ordre est divisible par la caractéristique

du corps, alors la représentation réguliere kG n’est pas complétement réductible.

Démonstration. Soit d 1'élément > h de kG et D = kd la droite de kG engendrée par d.
heG
Clairement D C kG est une sous-représentation (isomorphe a la représentation triviale).

Supposons qu’on a kG = D @ E pour une sous- représentation & C KG. Montrons que
E = H ou H est 'hyperplan H = {}_ ¢,9] > ¢, = 0}. Nous avons dimH = |G| — 1 =

geG geG
dimE. Donc il suffit de montrer que £ C H. En effet soit x = ) ¢,¢g dans E. Alors on a
geG
aussi Y, h.x € E. Or nous avons »_ hax = > h > cyg = > ¢4 >, hg= ) c,d. Donc
heG heG heG  geG geG  heG geq

I'élément | > ¢, | -dest dans END = {0} et on doit avoir ) ¢, = 0 car le vecteur d est non

geG geqG
nul. Or, comme car(k) divise |G|, le vecteur d = >~ h est dans H et donc D C H = E. Clest
heG
une contradiction car EN D = {0}. O

11 Caractéres

Hypothéses : On considére les représentations d’'un groupe fini G sur le corps k = C.

Définition 11.1. Soit (V,p) une représentation de dimension finie de |G|. Le caractére

xv = X, de (V, g) est la fonction
G—=C g~ tr(p(g))

Lemme 11.2. (1) xy(e) =dimV.
(ii) xv(grg™') = x(x), Vg,z € G, c’est-a-dire que x est une fonction centrale sur G.
Démonstration. (i) xv(e) = tr(p(e)) = tr(Idy) =dim V.

(71) xv(grg™") = tr(p(gzg™")) = tr(p(g)p(x)p(g")) = tr(p(z)) = xv (). O
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Notation. Si f : G — C est une fonction centrale, et C une classe de conjugaison, on note
f(C) = f(x), pour n’importe quel x € C'. On note C(QG) l'espace des fonctions centrales sur
G. Les fonctions caractéristiques des classes de conjugaison de G forment une base de C(Q).
Donc

dim C(G) =|{ classes de conjugaison de G }

Exemples 11.3. — Soit V = CG la représentation réguliére. Pour tout ¢ € G — {e},
on a gr # x,Vr € G.Donc les coeff. diagonaux de la matrice de p(g) ddans la base des
x € G de CG sont nuls si g # e. D’ou

Gl g=e
0 gFe

XCG(Q) =

— Soit Dn le groupe diédral d’ordre 2n, on a
Dn C O(2) C GLy(R) C GLy(C).
On obtient une représentation de D,,, dans C2. On a

n—1 2 n—1
LS, 8Ty ST st}

cosf —sinf 2 1 0
r= 0 =— 5= )
sinf  cos6 n 0 —1

On a yy(e) = 2, xv(r*) = 2cos(kf) = xv(r~*) , donc xy(sr*) = 0,0 < k <n—1,

2
D, ={e,r,r°,...r

ou

0
car sr* est une symétrie par rapport & une droite donc semblable & 0 ] .

— Le groupe G3 posséde 3 classes de conjugaison :
{e},{(12), (13), (23)}, {(123), (132) } (notons que &3 ~ Ds). Le caractére de la représ.
de permutation dansC? associée a {1,2, 3} avec 'action naturelle est donné par xy () =
3,xv((12)) = 1,xv((123)) = 0.

— Plus généralement, on saitque les classes de conjugaison du g, : gym. &, sont en
bijection avec les partitions de n , c’est- & - dire les suites 1 < k1 < ky < ... <
k., ki+...4+k. = n qui donnent les longueurs des cycles (y compris les cycles de longueur

1) dans la décampas. en produitde cycles a supports disjoints d’unepermutation. P.ex

o = (123)(45)(67)(8)(9) &= (ki) = (1,1,2,2,3)
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Si V= en est la représ. de permutation de &,, associée a {1,2,...,n} alors yy (o) =
|{points fizes de o}| = |{ i| ki(c) =1 }|

Définition 11.4. Soient V, W des représentations. On définit des structures de représenta-

tions sur
(a) V¥ par (g- f)(v) = f(g7' v),Vge GVf €V Yo eV
(b) VW par g.(v®@w) = (g.v) ® (gw), Vg € G,Yv,w € V
Lemme 11.5. Soient V, W des représ. de dim. finie,
a) SiV~W, alors xyv = xw
b) On a xvew = Xv + Xw
c) SiW CV est une ss-repres, alors Xy = xw + Xv/w

d) On a xXvew = Xv - Xw

Démonstration.  a) Soit f: V—-W un isomorphisme,

tr(pw(9)) = tx(f o pv(g) o f7) = tr(pv(9))

PV(Q)‘ 0
0 | pwlg)

¢) On choisit une base adaptée a I'inclusion W C V', On écrit Ry (g)pour la matrice de

PV (g>7 ete.

b) tr(pv(g) ® pw(g)) = tr([ ] ) = tr(pv(g)) +tr(pw(g))

Rw(g)| =
0 ‘RV/W(9>

tr(Ry (g)) = tr(

] ) = tr(Rw(g)) + tr(Rvyw(g))

d) On montre (en choisissant des bases) que

tr(a ® B) = tr(a)tr(5)

Sia:V = VetB: W — W sont des appl. linéaires. Soit C“ I'espace des fonctions

f:C — C. On munit C% de la forme bilinéaire symétrique

< fi, foa >= |_C1¥| Zfl(gfl)fz(g)

geG

Pour g € G, soit ¢, : G — C la fonction caractéristique de {g}. On a < f, ¢, >=

|1?\ f(g™"), Cela montre que <, > est non dégénérée



44 11 CARACTERES

]

Théoréme 11.6. Les caractéres des représentations irréductibles de dimension finie de G
forment une base orthonormée de l’espace C(G) C C%, Plus précisément, soitVy,...,V, un
systeme de représentants des classes d’isomorphisme des représ. irréductibles de dim. finie.

Alors xvy, - .., Xv. forment une base orthonormée de C(G).

Remarque 11.7. En particulier , le nombre de représ. irréductibles (a isomorphismeprés) est

égal au nombre de classes de conjugaison de G.

Démonstration. Soient V, W deux représentations et Home(V, W) l'espace des applications

linéaires V' — W.On munit Homc(V, W) d’une structure de représentation par
gu=pw(g)ouopy(g)™ ueHome(V,W),geC

Alors le ss-espace

Home(V, W) = {u € Home(V, W)| g.u = u}
est exactement ’espace Home(V, W) des morphismes V' — W

On définit

7 : Home(V, W) — Homg(V, W)

|G|Zg“

geG

Lemme 11.8. l'application 7 est un projecteur d’image Home (V, W) et tr(m) = dimHom¢(V, W)
Xv, Xw >

Démonstration. Montrons que 7 est un morphisme

m(h.u) |G|Zg (h.u) |G|Zgh |G|Zku—7r

geG keG
m(u) |G| Z @Z(hg)u: @Zku:ﬂ(u)
9eG 9eG keG

Donc 7 en un morphisme, Im(m) C Homg(V, W) et on voit que Thomev,w) = Ldomev,w)

Il s’ensuit que mom = 7 et Im(m) = Homeg(V,W). Calulons tr(r) : Solent vy, ..., v, une

base de V, wy,...,w, une base de W. Soit e, ; : V' — W T’appl. lin. de matrice E;; (1 en

=<
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position (7, 7), 0 ailleurs). Les e; ; forment une base de Homg(V, W), et on a

(9-€ij)ks = (pw(g) 0 €ij o PV(Q)_I)M = pw (ki o pv(g ")

On en déduit que l'on a

tr(ﬁ)zzﬂ(em Z ZPW Diiopv(gh)i

1,J k’EG’

|G’ZZIOW 1,0 ZpV ]] =< Xv, Xw > -

keG 1

Si V, W sont irréductibles, alors, par le lemme de Schur, on a

C v=w
Homg(V, W) =
0 VZEW
Il s’ensuit que < xv;, Xv; >= d;;. Il reste a montrer que les xy, engendrent C(G) [

Lemme 11.9. Soit V une repres de dim. finie de G, Soit f € C(G), Onpose

Z f(g ) € Endg(V)

gEG

a) On a fy € Endg(V) et tr(fy) =< f,xv >
b) Si V est irréductible, fy est ’homothétie de rapport < f,xv >/dimV

Démonstration.  a) Soit h € G, On a

hifu = ph)e fuo p(h)™ = = F)phplg™o(h)
gEG
‘1h h h
~ gezgf = ic] aezgf ah)pta) = fo
fV Zf tT =< XV?f >
1G] =

b) Si V est irréductible , alors fy est une homothétie par le lemme de Schur car dimV <
oo et C est alg. clos, comme la trace de fy vaut < yy,f > , son rapport vaut
< f,xv >/d2mV
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]

Fin de la dém du Thm Soit f € C(G). Supposons que f est orthogonale & tous les
caractéres de repés. irréductibles. Par le lemme 2, on a fi; = 0 pour toute représentation
irréductible V' de G.Or toute représ. W est somme directe de représentations irréductibles
(Maschke). En outre, on a fyyav, = fin @ fip : Vi & Vo — Vi & V5 pour toutes les représ.
Vi, Vo. Donc fiy = 0 pour toute représentation de dimension finie. En particulier f,, = 0 si

V = CG est la représentation réguliére. On a

_ 1 _
0= feale Zf 9)pca(g™)(e) = |—G’Zf(9)g teCa
QGG geG
Comme les g~! forment une base de CG , on a f(g) =0,Vg € G. ]

Corollaire 11.10. a) Le nombre de classes de conjugaison de G est égal au irréductibles

nombre de classes de d’isomorphisme de représentations irréductibles de G.

b) Soit x1,...,xiles caractéres d’un systéme de représentations des classes d’isomorphisme

de représentants irréductibles. Soient Cy, Cy deux classes de conjugaison. Alors

161 St Cl = 02
ZXz Xz 02) 1]

0 sinon

Démonstration.  a) est clair.

b) Soit 1¢, la fonction caractéristique de la classe de conjugaison C; , Comme les y;

forment une base orthonormée de C(G), on a

l

le, = Z <Xi> le; > xi = Z <|G| ZXz Dley( )) Xi (11.1)

geG

!
=Y 1G] x:(Cr (11.2)
=1

Si on évalue cette égalité en Cy, on obtient I'affirmation.

]

Théoréme 11.11. Soient Sy,...,S; un systeme de représentants des classes d’isom. de re-
!

présentations irréductibles. Soit (V, p) une représentation de dimension finie. Soit V = @ Vs,
i=1
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sa décomposition en composantes isotypiques. Alors la projection sur Vs, est donnée par

dzm S 1
geG

ol x; est le caractere de S;.

Démonstration. Soit f € C(G) une fonction centrale . Rappelons que

fv = MZf

geG

est un endomorphisme de V. Clairement, si on restreintfy : Vs, — PVs, a Vs, on
obtient fy ;. On sait par le lemme 2 que fg; est 'homothétie de rapport < f,x; >/dimsS;.
Comme Vg; est une somme directe de copies de S , la restriction de fy a Vg; est aussi
I'homothétie de rapport < f,x; >/dimS;. On applique ceci & la fonction centrale f = y; et

on utilise 'orthonormalité de la base des y; pour déduire 'affirmations. O

Théoréme 11.12. Soient Si,...,S; comme avant. Soit V une représ. de dimension finie.

!
Décomposons-la en V= @ S;"*. Soit x le caractére de V' et soit x; le caractére de S;
i=1

a) On an; =<y,x; > et < x,x >= Zizlnf
b) V est isomorphe a une autre représentation V' ssi x = X', ot X' est le caractére de V.
c¢) La représentation Vest irréductible ssi < x,x >= 1.

d) La représentation régulicre CG se décompose en

l
CG = f s
=1

En particulier, on a |G| = Zézl(dim Si)2.

l
Démonstration. a) On a x = > n;x; et par Porthonormalité, on a n; =< x,x; > et
i=1

l
<NX =D ni
l
b) Donc x détermine les n; et V = € S".
i=1

c) la représentation V' est irréductible ssi exactement 'un des n; vaut 1 et les autres 0 ssi
Zi:l n?=1ssi<y,xy>=1
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d) Si V = CG, on sait que x = |G| - 1¢}. Donc < x;, xi >= ﬁ > |G] - 1{6}(9))@(9_1) =
geG

l .
xi(e) = dim S;. Donc CG = @ S&mS:,
=1
O

Proposition 11.13. G est abélien ssi toutes ses représentations irréductibles sont de dimen-

tion 1.

Remarque 11.14. G est est abélien Ssi le nombre de ses classes de conjugaison est égal a son
ordre |G].
Démonstration. ” = 7 déja connu.

7« 7 : Soient Si,...,S; comme avant. Supposons que dimS; = 1, Vi. Alors |G| =
Zézl(dim S;)? = I. Mais [ est égal au nombre de classes de conjugaison . Par la remarque, G

est abélien. n

12 Table des caractéres

Soient G un groupe fini et (V, p) une représentation complexe de dimension finie de G.

Remarques 12.1. 1) Soit n = |G/J. Alors g" = e, Yg € G, et donc p(g)" = Idy pour tout
g € G. Donc p(g) est diagonalisable et ses valeurs propres sont des racines n - émes de

lunité.

2) 1l s’ensuit que x(g~') = tr(p(g)™) = tr(p(g)) = x(g9) On a donc

<xvif 5= 2 S e(@)ila) pour toute [ € CO.

Gl =
3) Sixi,-..,xisont les caractéres de Sy, ..., S, comme avant, on sait que pour des classes
de conjugaison Cy,Cy, on a
l (€] ; —
_ i~ St Cl = 02
S G C(Cy) = 4 4
i=1 0 stnon

4) Comme xv(g) est la somme des valeurs propres de p(g), on a

Ixv(9)| < dimV = xv(e).
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5) On a|xv(g)| =dim V ssip(g) = Idy. On a donc

G E {geGlxvig) = xvie)} =ker(p: G — GUV)) <G

6) On a|xv(g)| = dimV ssip(g) est une homothétie. Comme le ss-groupe des homothéties
C* - Idy C GUV) est distingué dans GI(V'), la partie

{9 €Glixvig)l =xv(e)}

est un ss-groupe distingué de G

Définition 12.2. Soient S, ..., .S, comme avant et x1, ..., x; leurs caractéres. Soient C1, ...,
les classes de conjugaison(méme /! ). La table des caractéres de G est la matrice [ x [ de

coefficients x;(C;) , 1 <4,j <. On la note parfois 7'(G)(notation non standard).

Remarque 12.3. Souvent on suppose que C7 = {e} et x; est le caractére de la représentation

triviale.

Exemple 12.4. Soit G = (Z/nZ,+). Alors les représentations irréductibles sont (a isom.
prés) les p, : Z/nZ — C*, k — z*, ot z parcourt les racines n-émes de 'unité. Fixons une
racine primitive de 1'unité ¢. Alors les caractéres x; sont les pgi : kr— 2% 0<i<n-—1,
les classes de conjugaison sont les C; = {j},0 < j < n — 1, et la table des caractéres est la

matrice((Y)o<i j<n—1-

Revenons au cas général :G, C1,...,C, x1, ..., X comme avant.

Remarque 12.5. On munit C' du produit scolaire hermitien standard :

l
<z,y>= Z (IL‘Z)yz
i=1

1) Les colonnes de T'(G) sont orthogonales.

. R G
2) Le carréde la norme de la j- éme colonne est %
J

3) Pour des fonctions centrales fi, fo sur G, on a
~ |Ci|
< flvf? >= Zfl(g_1>f2(g) - Z |Gl| fl(cl_l)fQ(C’L)

geG i=1
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Donc les lignes de T'(G) sont orthogonales pour le produit scolaire hermitien

l
<zy>p=)» |G| TG zyeC
=1

La norme de chaque ligne pour <, > vaut |G|.

4) On a
l

z
Xco = Y, < XisXca > xi = > Xi(€)xi
i=1

i=1
Donc la somme pondérée par les y;(e) = dim S; des lignes de T'(G) est égal a [|G], 0, ..., 0]
si Cl = {6}
l )
Exemple 12.6. Soit G = &3 = Dy. On sait que CG = @ S%™5 et donc |G| = S1_, n? ou

i=1
n; = dim S;. Or les seules fagons d’écrire 6 = |G| comme somme de carrés sont

6=1+1+14+1+1+1+1 e 6=1+1+4

Si on avait dim S; = 1, Vi, alors G serait abélien ce qui n’est pas le cas. Donc les dimensions
des représentations rréductibles sont 1,1 et 2. On déja deux représentations de dimension 1 :
la triviale 63 — C*, 0 — 1 et la signature syn : 63 — C*, 0 — sgn(o). La table des

caractéres est donc de la forme

{6} CQ 03
Xtriv 1 1 1
Xsgn 1 -1 1

X2 2 21 22

Q :Quels sont z1, 207 A :Pour trouver zq, 25 on peut utiliser le fait que

Xca = [|G|7 07 0] = Xtriv + Xsgn +2- X2

Il s’ensuit que x2 = [2,0, —1]. Déterminons la représentation irréductible py de caractére xs.
Soit V' = C? la représentation de permutation associée au G- ens. {1,2,3}. Alors V est la
1
somme directe de C- | 1], isomorphe & la représentation triviale , et de la représentation
1

‘/QZ{JJGC3|ZL’1+I2+JZ3:0}
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On a xv = Xwiv + X1, €t donc xv, = xv — Xeriv = [3,1,0] — [1,1,1] = [2,0, —1] = x2. Donc

V5 est irréductible et de caractére yo.

Utilisons la table des caractéres our décomposer Vo ® V5 en somme de représentations irré-

ductibles : on a
XVa@Ve = XVa " XVa = [27 07 _1] : [27 07 _]-] = [47 07 1] - [17 1a ]-] + [17 _17 1] + [27 07 _1] = Xtriv T Xsgn +2- X2

D’ott un isomorphisme Xv,ov, = Vipiw @ Vign @ Va.

On saitqu’on a aussi un isomorphisme canonique

XVa®@Va %SQ(V?) S A2(‘/2)

Cet isomorphisme est compatible avec tout endomorphisme de V5. Donc c¢’est aussi un iso-
morphisme de représentations. On a dimA?V, = 1 et en fait A%(pa2(g)) = det(p2(g)) qui est
# 1 pour g = (12). Donc A*Vy = V,, et par conséquent, on a S?(Va) = Vi @ Vo (par

I'unicité de la décomposition de V5 ® V5 en somme directe d’irréductibles).

Lemme 12.7. ) Les représentations de dim. 1 de G sont exactement celles de la forme
pom, oum: G— Gg =G/|G,G], et p: Gop — Gl (C) est une représ. de dim. 1
de Gab'

b) Le nombre de classes d’isom. de représentations de dim. 1 de G est lordre de G .

c) G est abélien ssi toutes apres, irréd , sont de dim. 1 (déja démontré d’une autre fagon).

Démonstration.

Le groupe GI;C est abélien (car isomorphe & C*). Donc tout morphisme g : G — GI;C se
factorise p = p o m pour un unique morphisme p : G, — Gl (C) = C*.

On sait que le nombre de morphisme A — C* et est égal & Al si A est un groupe abélien
fini.

Si toutes les représ. irréd, sont de dimension 1 , alors elles se factorisent toutes par Gy .
Comme toute représ. est somme directe de représ. irréd . (Maschke) , toute représ se factorise
par Gu. En particulier, la représentation réguliére pce : G — GI(CG) se factorise par Gy,
Or le noyau de pcg est trivial (car G agit librement sur G et donc fidélement sur CG). Donc
ker(G 5 Gg) =[G, G] est trivial et G = G, O
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1 0
, 5 = .
0 -1

= e = s* et srs = r~!. Les classes de conjugaison sont C; = {e}, Cy = {r?},

Table des caractéres de D,

: . cosm/2 —sinm/2
Soit G =Dy = {e,r,r*, 13,5, 57,57 513}, ol 1 = [

sinw/2  cosm/2
On a 7t
Cy = {s,sr?}, C5 = {sr,sr®}. Notons que r* = —1I, et donc 72 est central. On a r? = [s, 7]
et Dy/ < r? > est commutatif d’ordre 4. Donc G, = Dy/ < r2 >. Les classes de s, r et sr
dans G, sont distinctes er de carré e. Donc Gy, = Z/27 x 7Z/27. Donc, par le lemme, G

admet exactement 4 représentations de dim. Si (n;) sont les dimensions des représ. irréd., on

5
a =38 = n;. La seule possibilité es =8=1+1+141+ 2% On obtient la table
G 8 fL 1 ibilité est |G 8=1+1+1+1+ 2% On obtient 1 bl
i=1

suivante
{e} {r*} {r,r3} {s,sr*} {sr,sr’}
Xtriv 1 1 1 1 1
Xdét 1 1 1 -1 -1
i 11 1 1 1
X1 Xdet | 1 1 -1 -1
v |2 2 0 0 0

Ot 'on obtient la derniére ligne grace a la formule

[8,0,0,0,0] = Xtriv + Xdet + X1+ X1 * Xdet + 2 - X2

Rappelons que si p est une représ. (de dim. finie) et x son caractére. on a

Ker(p) = {9 € GIx(9) = x(e)}

Ici, les noyaux sont respectivement
Dy, <r>, {er? s sy, {er? srsr’}, {e}
Définition 12.8. Une représentation (V) p) est fidele si Ker(p) = {e}( < l'action de G dans

V est fidele).

Remarques 12.9. 1) La reprise réquliére est fidéle.

2) St (V,p) est de dim. fini de caractére x, alors Ker(p) = {g € G|x(g9) = x(e)} =: Gy et
V' est fidéle ssi G, = {e}.

3) Ker(p1 @ p2) = Ker(py) N Ker(ps) pour toutes représ py, pe (de dim. finie ou infinie).

Lemme 12.10. Soient py, ..., p; les représ. irréd.(a isom. pres). Alors tout ss groupe distin-
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gué N £ G est intersection de certains Ker(p;). En particulier, G est simple ssi Ker(p;) =

{e} sauf si p; est triviale.

Remarque 12.11. Donc la table des caractéres permet de déterminer si GG est simple ou non.

Démonstration. Ll’ensemble X = G/N est un G-ensemble (mult. a gauche). Soit kX la

représentation de permutation associée. Alors

Ker(pex) = [ gNg™' =N

geG

Soit p = p* & - -- @ p;* une décompose en irréductibles. Alors

Ker(p) =\ Ker(p)™ = (| Ker(p:)
i=1 n; #£0

Exercice 12.12. Vérifierqu'on a la table des caractéres suivante pour G = 24

IC| |1 4 4 3

C e (123) (132) (12)(34)
Xtriv | 1 1 1 1

X |1 w w? 1
Y21 wW? w 1
xv |3 0 0 -1

On voit que G, = {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} est le groupe de Klein. Cela confirme que
2, nest pas simple. On voit que V est fidéle.

Exercice 12.13. Montrer que la table des caractéres de 25 est la suivante , ot 'on écrit
des représentants des classes de conjugaison au lieu des classes elles-mémes. On voit que les

représentations irréd. non triviales de gAs sont fidéles. Cela confirme que A5 est simple.

Remarque 12.14. Un programme qui donne les tables des caractéres : GAP. Il fait partie de
SAGE.

13 Propriétés d’intégralité

Buts
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1) Montrer que si V est irréductible, alors dim V' divise |G]|.

2) Montrer le Thm de Burnside : Si |G| n’a que deux facteurs premiers, alors G est

résoluble

13.1 Entiers algébriques

soit R un anneau commutatif.

Définition 13.1. Un élément de R est algébrique sur 7Z s’il est racine d’'unpolynéme unitaire
a coeff. dans Z : on a

"+ ap 2" ar+ag =0

pour certains n et ag,...,a, — 1 € Z.

On appelle entiers algébriques les nombres complexes qui sont algébriques sur Z.

Exemples 13.2. 1) Les racines de I'unité dans C sont des entiers algébriques (maispas
des entiers engénéral!).

2) Soit R = Q. Soit x € Q, v = Z,r € Z, s € Z\{0}, pgcd(r,s) = 0. Alors = est un entier

algébrique ssi x est un entier. En effet :
7«7 Si x est entier, il est racine X — x.

T =7 Sia"+a,_ 12" '+ a2 + ag = 0 pour des ay, . ..,a, — 1 € Z, alors
PP, st 4 @ T aps” =0

comme pgcd(r, s) = 1, cela implique que s = £1.

Notation. Soit v € R. On pose Z[z] = {P(z)|P € Z(X)}. C’est le sous- anneau de R
engendré par x . C’est aussi le ss-groupe abélien de R engendré par les puissances x™, n > 0

, de x.

Proposition 13.3. soit x € R. On a équivalence entre
i) = est algébrique sur Z.
i1) Le groupe abélien Z[z] est de type fini.

iii) Z[z] est contenu dans un ss-groupe abélien de type fini de R.

Démonstration. i) = i) Si 2™ + a,_ 12" ' + -+~ a1x + ap = 0 pour des ag,...,a, — 1 € Z,
alors ™ € Za" '+ -+ 4+ Zx + Z - 1 pour tout m > O(récurrence sur m). Donc Z[z] est

engendré par 1,x,..., 2" !
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i1) = i11) est clair.
i1i) = i) On sait qu'un ss-gr. d'un gr. abélien de type fini est encore de type fini. Soit

Pi(z),...,P.(z) , P, € Z]X], une famille génératrice de Z[z]. Soit d le maximum des
degrés des P; . Alors

Zlz) > Z-P(x) CL-1+Zx+ -+ La"
=1

Donc 2 € Z-14+Zx + - - -+ Zx® et on a une équation 2! +ag2?+-- -+ a1z +ag =0

pour des a; € Z.

]

Corollaire 13.4. Les éléments x € R qui sont algébriques sur Z. forment un ss-anneau de

R.

Exemple 13.5. Si y est le caractére d’une représ. complexe de dim. fini d’un groupe fini G,
alors les valeurs x(g), g € G, sont des entiers algébriques car ce sont des sommes de racines

de l'unité.

Démonstration. Soient z,y € R des éléments algébriques sur Z. Supposons que Z|x] est
> 0.
Alors le groupe abélien Z[x,y] = (ss-gr. abélien engendré par les z'y/, 0 < 7, 0 < j) est

engendré comme groupe abélien par 1,z,...,2" et Z[y|par 1,y,...,y° pour des r,s

engendrépar les zy/, 0 < i < r, 0 < j < s. Donc Z[z,y] est de type fini. Il contient z + v,

xr —y et zy qui sont donc algébriques sur Z. O]

13.2 Dimensions des représentations irréductibles

Soit G un groupe fini.

Lemme 13.6. Soit C une classe de conjugaison de G. Soit (V, p) une représentation irréduc-

tible de caractere x. Alors C| - x(C)/dimv est un entier algébrique.

Démonstration. Soit f : G — C la fonction caractéristique de C~!. Alors f est une fonction

centrale. On sait que

fv = |_cl;| > flaplg™) = 19 > n(g)

geG |G| geG
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est un endomorphisme de V' égal a 'homothétie de rapport

<fvixp> _ 1 |Cl-x(C)
dim V |G| dimV

Donc |G| - fv est 'homothétie de rapport ‘i‘lmi‘f) Considérons maintenant |G| - feca = |C| -

> pea(g) : CG — CG. Clest un endomorphisme de CG dont la matrice dans la base de
geG

h, h € G, est a coefficients entiers (car CG est une représentation de permutation). Donc le
polynéme caractéristique de |G| - fce est unitaire et a coeff. entiers. Donc les valeurs propres
algébriques . Or V' isomorphe & une ss représ. V' C CG et la restriction de |G| - fcg & V' est

G| - fyr, qui est ’homothétie de rapport M, qui est donc valeur propre de |G| - fcq. O
dim V'

Théoréme 13.7. Soient G un groupe fini et V une représ. complexe irréductible de G. Alors
la dim. de V divise 'ordre de G.

Démonstration. Soit x le caractére de V. On sait que 1 =< x,x >) = ﬁ S x(g7Y)x(g).
geG

Soient Cy, ..., C; les classes de conjugaison de G. On a alors
G| 1 _ 1 < B
dilmV = 7 2 X x(9) = 7= D > x(e (o)
ge@ i=1 ceC;

l l

= s S ee ey = 30 GG )

=1 1=

|G|
dim V

algébrique et donc un entier. Donc dim V' divise bien |G]. O

Comme les entiers algébriques forment un sous- anneau de C, le rationnel est un entier

Remarques 13.8. 1) Le théoréme n’est plus vrai sur R (R n’est pas algébriquement clos).

P.ex. la représentation

sin2f  cos =

w2
p:7/3Z — Gly(R), ks (COS 3 o 3)
3 3

est irréductible (aucune droite n’est stable sous 'action des rotations p(k), k € 7./37.
Elle est de dimension 2 et 2 ne divise pas 3 = |Z3Z)|.

2) Supposons que |G| = p?, p premier. Les seules dimensions possibles pour les représen-
tations irréductibles sont 1,p, p*. Comme la somme des carrés des dimensions vaut |G|
et qu’on a au moins une représentation de dimension 1, les dimensions p et p? sont ex-

clues. Donc toutes les représentations iwrréductibles sont de dimension 1 et G est abélien
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(connu). Notons que cette démonstration est essentiellement différente de celle sans

théorie des représentations

13.3 Le "théoréme p%¢"" de Burnside

Théoréme 13.9 (W. Burnside 1904). Soit G un groupe d’ordre pq® ot p,q sont premiers
et a,b € N. Alors G est résoluble.

Remarques 13.10. 1) Donc lordre de toutgroupe simple non abélien a au moins trois

diviseurs premauers distincts 2 a 2.

2) Nous allons présenterla dém. originale de Burnside, basée sur la th. des représ.. La
premiére dém. qui n'utilise pas la théorie des représentations n’a été obtenue qu’en
1970 (pour G d’ordre impair, par Goldschmidt) Msp. en 1970 (pour G d’ordre pair,
par Bender). Les deux sont basées sur une idée de John G. Thompson (du théoréme de
Feit- Thompson).

Lemme 13.11. Tout p-groupe G est nilpotent.

Démonstration. On montre d’abord que Z(G) # {e}. Supposons que Z(G = {e}. Alors on
a |Gl =1+|Cy|+---+]|Cy, ou Cy...,C; sont les classes de conjugaison non ponctuelles de
G. Comme les C; sont des orbites sous une action de G (la conjugaison), les cardinaux |G|

sont des puissances de p. On obtient 0 =1 mod p, 4. Donc Z(G) est non trivial. Le groupe
G/ Z(Q) est nilpotentpar réc. sur |G| et G est ext, centrale de G/Z(G) par Z(G). O

Lemme 13.12. Soit G un groupe fini. Soit ¢ # h un élément de G et soit C la classe de
conjugaison de h. Supposons que |C| est une puissance p* d’un nombre premier p. Alors G
admet une représentation irréductible (V, p) de noyau N # G telle que p(h) est dans le centre

de [tmage de p.

Démonstration. Montrons d’abord que G admet une représentation irréductible non triviale
de caractére x telle que x(h) # 0 et p ne divise pas xe) . Supposons qu’une telle représenta-
tion n’existe pas. Soient x1,...,x; les caractéres des représ, irréductibles de G et x1 = X¢riv-

Par notre hypothése, si i > 2, nous avons x;(h) = 0 ou p divise y;(e).
comme C~' # {e}, 'orthogonalalité des colonnes de la table des caractéres nous donne

l I
L+ > xile)xi(h) =14 > xi(e)xs(h~1) Par notre hypothése, p divise x;(e) pour tout i > 2
=2 1=2

tel que x;(h) # 0. Il s’ensuit que —% est une combinaison linéaire a coefficientsentiers des
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Xi(h). Donc —Il) est un entier algébrique.s. Soit donc (V, p) une représentation irréductible
de caractére x telle que x;(h) # 0 et p ne divise pas dim V' = x/(e). Soit N = ker(p). Comme
X est non trivial, nous avons N # G. On sait que % X(h) est un entier algébrique. Comme
p ne divise pas dimV et |C| = p, les nombres dim V' et |C| sont premiers entre eux. On a

donc une identité de Bézout
r¢® +ydimV =1, pour des z,y € Z

Mais alors 4 .
x(h) _ x(hag” + x(h)ydimV._ — x(h)|C|
dimV dimV dimV

+yx(h)

est un entier algébrique . Soit (; = dfr(rfl\)/ € C Soit p(X € Q[X] son polynéme minimal,
i.e.P(X) est unitaire et engendre l'idéal {R(X) € Q[X|R((;) = 0}. Alors P(X) divise (dans
Q[X]) un polynéme X" + a, 1 X" ' + ... + a1 X + ag & coefficients entiers qui annule (;.
Alors P(X) est a coefficients entiers (lemme de Gauss). Soient (s ... (,, les autres racines de
P(X). Comme dim V- (;, est une somme de dim V' racines de I'unité, le nombre dim V' - ¢; est
une somme de dim V' racines de I'unité pour tout i. (Raison hors programme : Soit L C C
le plus petit corps contenant les {)i. et les racines de I'unité en question ; alors Aut(L) agit

transitivement sur les (; , par les débuts de la théorie de Galois).

n
Donc on a |[(;] < 1 pour tout i. Ainsi b = [] {; est de norme < 1. Mais +b est le coefficient
=1

constant de P(X) donc entier. Ainsion a b ZE_ {—1,0, 1}. Comme les ¢; sont toutes racines d'un
méme polyndme irréductible , on a ¢; = 0 pour un i ssi ¢; = 0, Vi. Comme (; = x(h)/dim V #
0, on a ¢ # 0, Vi. Donc b = £1 et |(;| = 1 pour tous i. On a donc |x(h)| = x(e) ce qui
implique que p(h) est une homothétie. Donc p(h) est bien central dans I'image de p. O

Démonstration du Thm. Si G est un p-groupe alors il estnilpotent (= résoluble). On peut
donc supposer p # ¢ et a,b > 1. On procéde par induction sur (a,b) € N x N. Si le centre Z
de G est non trivial , alors Z est résoluble (car abélien) et G/Z est résoluble (par 'hyp. de
réc.) . Donc G est résoluble en tant qu’extension de groupes résolubles. Supposons donc que
le centre de G est trivial . Alors il existe une classe de conj. non ponctuelle C telle que ¢ ne
divise pas |C|. En effet, on a |G| = |Z(G)| + |Ca| + - -+ |C4] , ot Oy, ..., C; sont les classes
de conjugaison non ponctuelles de G. Soit h € C, Alors |C| est une puissance de p et h # e.
Par le lemme 13.12, il existe une représ. irréd. (V, p) tq N = Ker(p) # G et p(h) est central
dans Im(p). Si on a N = {e}, alors h est central dans G. 4 Donc N et G/N sont d’ordre
< |G| et par I'hyp. de réc. , ils sont résoluble. Donc G est résoluble. O
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13.4 L’algorithme de Burnside pour la table des caractéres

Cet algorithme raméne la détermination de la table des caractéres d’un groupe fini a la
diagonalisation simultanée d’'une famille (finie) de matrices qui commutent entre elles. Soit

G un groupe fini. Soient A, B, C des classes de conjugaison de G. On pose

1
MS e —— . |{(a,b) e Ax Bla,beC}| €R
T VIBIVIC
Soient Cy,...,C; les classes de conjugaison de G telles que C; = {e}.

Pour une classe de conjugaison .4, on définit M4 € M;(R) comme la matrice [ X[ a coefficients
C; .o
MA,Cja 1<, <.

Théoréme 13.13 (algorithme de Burnside). soit (V,p) une représ, irréd. de caractére x.

C1[x(C)
Alors pour toute classe de conjugaison A. le vecteur v, = : est vecteurpropre
Cilx(C1)
de M4 pour la valeur propre |A|x(A)/dim V.
Remarque 13.14. On a
Ci[x(C1)
Uy = :dlag(\/ ’01’7 » 'V ’Cl’)t[X(cl)a 7X(Cl)]
CiIx(Cr)

comme les lignes de la table des caractéres forment une base orthogonale de C! pour
!
<T,y>L= Z |Ci| 7y,
i=1

Les vecteurs v, forment une base orthogonale de C' pour le produit scolaire hermitien stan-
!
dard < z,y >= > T;y;. Dans cette base, les M4, ou A parcourt les classes de conjugaison,
i=1
deviennent donc simultanément diagonales avec coefficients diagonaux.

Ai(A) = xi(A)|A]/xi(e), 1<i<l.
Enparticulier, les matrices M 4 commutent entre elles. Les espaces propres simultanés .

E; = {v e C| Mav = \(A)w,VA classe de conj. }, 1<i<1
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sont de dimension 1 (Exercice!) ett donc E; est la droite complexe engendrée par v,. Pour

chaque caractére y;, 1 < i <[, on peut recontruiere y; a partir de la droite

, -1 -1
C-diag(\/|C1| ..., VIC] ) - vy

Comme 'unique générateur de norme 1 et dont le premier coefficient est un réel positif. Ainsi,
la détermination des caractéres est réduite a la diagonalisation simultanée des matrices M4

, A classe de conjugaison.

D’emonstration du Thm : 1€ étape . Un calcul dans 'algébre de groupe CG : on munit
I’espace vectoriel CG de I'unique produit C-bilinéaire CG x CG — CG tel que g.h = gh.

On a donc un diagramme com..

CG x CG——Cd

]

GxG G
En particulement, pour a = ) a,9 € CG,onab= ) b,g € CG, on a
geG geG
ab = (Z a9g> (Z bhh> => (Z agbh> k
9eG heG keG \k=gh

Muni de ce produit, I'espace vectoriel CG devient une G-algébre. Elle est commutative ssi
le groupe G est commutatif. On 'appelle I'algébre de groupe (complexe) du groupe G. Son

centre estclairement une ss- algébre commutative. On a

a= Z a,9 € Z(CG) & gag™' =aVg € G & la fonction g — a, est une fone. centrale.
geG

Ainsi, on a un isomorphisme d’espaces vectoriels (mais pas d’algébres!)

C(G) — Z(CG), f— > f(9)g.

geG

En particulier, si on prend pour f la fonction caractéristique d’une classe de conjugaison C,

on obtient I’élément Z; = > ¢ de CG. Ces éléments forment une base de Z(CG).
ceC
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On a donc

ZaZs =) =mGpZe (13.1)
C

pour certains miB € C. Calculons ces nombre mi,B!

2o (5] (5) - S-S ()

= > > Hlab)e AxBlab=c}|-c

C cl. de conj. ceC

:Z|{(a,b)6.A><B|ab:c}|~%|-20 (13.2)

| ceC

2¢m¢ ¢étape . L’affirmation.

Le morphisme de groupes p : G — GI(V) s’étend en un unique morphisme d’algébres

p: CG — Endc¢ (V) donné explicitement par p (Z cgg> = > cyp(9).

geG geG

Pour une classe de conjugaison C, posons Fr = p(Z¢). Comme Z¢ commute avec tous les
g € G, 'application linéaire Fi; = p(Z¢) commute avec tous les p(g) = p(g), g € G. Donc F¢

est un endomorphisme de (V, p). Comme (V] p) est irréductible, F¢ est une homothétie. En

prenant les traces, nous obtenons Fp = ‘ili'mi‘f)[ dy . Soient A, B deux classes de conjugaison.

Nous avons

W’A‘ BI(AX(B)dy = FaFs = p(Z2)5(Z5) = (Z4Zs)
= M VBIVITY ple) = 28 5 g el (©) ey

Il s’ensuit qu'on a > MG 5/IC|x(C) = % |B|x(B) pour tous B. C’est a qu’il fallaitr
c

démentrer. O
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Appendice : Remarques sur P’algorithme de Burnside

Question. D’ou viennent les matrices My et pourquoi est-ce qu’il faut les diagonaliser si-

multanément ¢

Réponse. Soit A une C- algébre. Pour chaque a € A, on a la multiplication & gauche

lg: A— A b+— ab

Onaly =1Idy etly o = la, ©la,. On obtenir un morphisme d’algebres
A — Endc(A),a — [,

l

. . ~ #ﬁ . .
Supposons qu’on a un isomorphisme d’algébre A <— C x ---x C. Pour 1 < i < [, soit

€; 1 =1
e; =p 10,...,1,...,0). Alors A= Ce; & - ® Cey, e;e; = J

0 i#j
Alors clairement la matrice des la dans la base ey, ..., e est diagonale

diag(Ai(a),. .., N(a)), Xi(a) € C

et les Ce; sont les espaces propres simultanés de tous les l,, a € A. De facon équivalente, les

Ce; sont les espaces propres simultanés des l,,, . .., 1, pour toute base ai,...,a; de A!

Exemple 13.15. Soit G un groupe fini. Soit A = Z(CG). Alors dim A = [ = nbre. de classes

de conj. Soient sy, ..., s les représ. irréd. de G (& isom.prés) et CG. On a la décompos. en
!
composantes isotypique, V = @ Vs,. Soit x; le caractére de S;. On sait que la projection p;

=1
sur Vg,, est donnée par

> xil9)olg)

geG

pi = :
|G|

Alors on a
I

!
[[C——]1Cpi—— Z(CG)
i=1

=1

=1



H . l .
et e =Tt Lx(gT g 1<i<l

Pour l'autre base aq, ..., a;, on peut choisir des multiples, alors
a; = % E C
ceC;
ou Cy,...,C; sont les

classes de conjugaison. Alors la matrice M,, de coefficients Mg a; donnés par

!
.= aq .
apa; = g Mg, o
i=1

est la matrice de [,, dans la base ay,...,q.

Troisiéme partie

Groupes classiques

14 Rappels et compléments sur les corps

Soit K un corps. On a un unique morphisme d’anneaux ¢ : Z — K tel que p(1z)

Explicitement :

n-lg sin>0
p(n) = ,
—p(—n) sim <0

63

1k.

Le noyau ker(y) C Z est un idéal de Z donc de la forme mZ pour un m € Z>, unique appelé

la caractéristique de K : car(A) = m.

Le morphisme ¢ induit un morphisme d’anneaux injectif @ : Z/mZ — K. 1l s’ensuit que

Z/mZ est intégre (ab =0 = a = 0 ou b = 0) et donc m = 0 ou m = p pour un nombre

premier p. Le sous-corps premier de K est le plus petit sous-corps de K contenant Im(y). On

a les propriétés suivantes :

1) Sicar(K) = 0, 'injection Z % g’étend un isomorphisme de Q sur le sous-corps premier.

2) Si car(K) = p > 0, alors le sous-corps premier est Im(p) et ¢ induit un isomorphisme

du corps [, = Z/pZ sur le sous-corps premier.
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3)

14 RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR LES CORPS

Si car(K) = p > 0, lapplication de Frobenius Fx : K — K, © — 2P est compatible

avec la multiplication (clair) et avec I'addition car
(+y)l =a?+Cla? ly+-- + Cla? "y + -+

puisque p divise C’; pour 1 < i < p — 1. Le morphisme d’anneaux Fx : K — K est
toujours injectif(z? = 0 = = = 0) mais n’est pas toujours surjectif (non surjectif par

exemple pour K =IF,(X) ). Le corps K est parfait si Fix est surjectif.

Supposons K fini. Alors le morph. ¢ : Z — K ne peut pas étre injectif et donc
car(K) = p > 0. Par k.x = p(k)z, k € F,, on définit une "multiplication par les
scalaires F, x K — K qui fait du groupe abélien (K,+) un F,- espace vectoriel de
dimension finie d > 0 (car K est fini). On a donc |K| = p® = ¢. Comme le morphisme de
Frobenius Fx : K — K est injectif et K est fini, Fix est bijectif. Le groupe multiplicatif
(K*,-) est d’ordre ¢ — 1. Par le théoréme de Lagrange, on a donc z,_; = 1 pour tout
z € K*. 1l sensuit que 29 = x pour tout z € K. Cela signifie que F : K — K
est I'identité. Pour K = [, on obtient que Fg, : F, — [, est I'identité. Donc le

sous-corps premier [, C est contenu dans ’ensemble des points fixes
K™ ={r € K|2* = 1}

des racines du polynéme X? — X. Comme cet ensemble a au plus p éléments, ils sont
égaux : F, = {z € K|2P = x}.

Théoréme 14.1 (admis). Soit k un corps (p.ex. k =T,).

a) Il existe un plongement k C K dans un corps algébriquement clos et minimal pour cette

propriété (i.e. tout corps k C K' ¢ K n'est pas algébriqguement clos).

b) Sik C K etk C K’ sont deux plongement comme dans a), il existe un isomorphisme

(non unique!) ¢ : K = K' t.q. ¢ = Idy.

Définition 14.2. La cloture algébrique de k est un corps K algébriquement clos K contenant

k.

Remarque 14.3. Par le thm, la cléture algébrique existe et est unique & un isomorphisme (non

unique!) prés. On la note parfois k.

Corollaire 14.4. Soient p un nombre premier, d > 1 un entier et ¢ = p®. Il existe un corps

F, contenant F, unique & isomorphisme non unique prés et tel que |Fy| = q.
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Démonstration. Soit L = E la cloture algébrique . Elle est de caractéristiquep et contient
F, comme sous-corps premier. Soit K = LFE = {z € L|z? = z}. Comme Fj, : L — L
est un morphisme du corps, K est un sous- corps de L. Le polynéme p(X) = X7 — 1 est
premier avec sa dérivée p'(X) = (¢ — 1)X%2 Donc il a ¢ — 1 racines distinctes dans L. Ainsi
K = {0} U{x € L|z7! = 1} est bien un corps de cardinal q. O

Exemple 14.5. Les éléments de Fy vérifient 2 — 2z = 0. On a X* — X = X(X3 — 1) =
X(X —1)(X?+ X +1) et le polynome X? + X + 1 est irréductible sur Fy (car il n’a pas de
racines dans Fy) . On a Fy & Fy[X]/(X? + X + 1). Donc si « est la classe de X, alors et a

est un générateur du groupe cyclique F} = {1,a,0? = a + 1}, (aa? = a? + a = 1).

Lemme 14.6. Soit K un corps fini. Alors le groupe (K*,-) est cyclique.

Démonstration. Soit ¢ = |K|. Si (K*,-) n’est pas cyclique, il existe un diviseur r de ¢ — 1
, 7 # q—1, tel que 2" = 1 pour tout z € K* (cela résulte de la classification des groupes

abéliens finis) .

Mais alors le polynéme X" —1 a ¢ — 1 > r racines dans K./ O

Remarque 14.7. La démonstration ne fournit pas de générateur pour K et on ne saitpas en

construire engénéral (méme pour F)!)

15 le groupe linéaire Gi,(K)

Soit K un corps. Soit n > 1 un entier. Rappelons que

Gl,(K) ={A € M, (K)|A inversible},
Sl,(K)={A € M,(K)|det(A) =1} < Gl,,(K)

Définissons les matrices suivantes :
a) transvection élémentaires; E; ;(a) = I, + aE;;, a € K, i # j,

b) dilatations; D;(\) = diag(1,..., A, 1,...,1), A € K*.

Lemme 15.1. a) On a K* = Z(Gl,(K)), A — A,,.
b) On a pu,(K) = Z(GL,(K)), A — A, ot i, (K) = {\ € K*|\" = 1}.

Démonstration. Voir la lére partie du cours. O
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Théoréme 15.2. (a) Tout g € Gl,(K) s’écrit L- , ot L est un produit de transv. él. .
(b) Tout él. de Gl,(K) est un produit de transv. élém. .

Démonstration. Voir la lére partie du cours. O
Définition 15.3. Le groupe projectif linéaire est PG, (K) = Gl,(K)/ZGl,,(K) = Gl,,(K)/K*-
I,.
Le groupe projectif linéaire spécial est PSI,,(K) = SI,(K)/Z(Sl,(K)) = Sl,(K)/pun(K) - I,
Exemple 15.4. les centres de ces groupes sont triviaux (Attention : Z(G/Z(G)) # {e} en
général!).
Théoréme 15.5. Supposons n > 2. Alors

(a) D(GI,(K)) = Sl,(K) (et donc D(PGL,(K)) = PSl,,(K)) sauf sin =2 et K =TFs.

(b) D(Sl,,(K)) = Sl,(K) (et donc D(PSI,(K)) = PSl,(K)) sauf sin =2 et K =Fy ou
K =TF;.

Démonstration. Voir la lére partie du cours. O

Remarques 15.6. 1) Sin >2 et K # Fy, par a), le déterminant induit un isomorphisme
Gl (K)a —, donc dans ce cas, det : Gl,,(K) — L* " est le morphisme universal vers

un groupe abélien, ce qui est une caractérisation jolie (et importante) du det.

2) L’action de Sly(Fy) = Gly(Fy) sur l'ensemble P1(Fy) des droites de T3 (ily en a 3!)

fournit un isomorphisme Sly(F3) = S3 et donc un isom. .
D(Sly(F3)) = A3 = Z/3Z

3) On a Sly(F3)ey = Z/3Z (Ex!) er donc D(Sl(F3)) C Sla(F3).

Rappel 15.7. Soit V un K-espace vectoriel. Le projectivisé P(V') est l’ensemble des droites

de V. On a une bijection canonique

~

(V\{0})/K* = P(V), (classe d. de v) — Kuv.

ou K* agit par multiplication sur V\{0}. Sin >0 etV = K™ ona V\{0} = {(xo, ..., 7,)|z; #
0 pour au moins un i} et P(V) =P*"(K) = {(xo : ... : x,)|z; # 0 pour au moins un i} ou

(xo:...:mx,) désigne la classe de (xg, ..., T,).
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Le groupe GI(V') agit sur V\{0} et cette action induit une action de PGU(V) = GI(V)/K* -
Idy sur P(V). Les applications P(V) — P(V), © —— g.x, g € GIUV) s’appellent des
homographie de P(V').

L’action de PGI(V') sur P(V) est fidele : Si g € GUV) agit par Uidentité sur P(V'), alors
g.v = A\yu pour un A, € K* pour tout v € V\{0}. Alors g.(v+w) = Aprw(v+w) = Av+Aw

pour v,w lin. indép. . Donc la fonction v — N\, est constante et g € K* - Idy .

Supposonsque n = 2 : Alors on a une bijection

N /T St I 0
r:PYK) S KU{x}, (xozx1)|—>ﬂ:: 1/o e

Lo 00 st g = 0.

a b
Alors pour g = ( d) € Gly(V), 'homographie associée se décrit ainsi
c

(vg: 1) € PYK) ——= K U {o0} -
g] ]g
(axg + bxy : cwg + dxy) € P(K) — K U {0} » zjis,, g

Par exemple , si be # 0, alors action K U {oo} — K U {o0}, x — g.z se décrit par

d ar +b
K\{—-} 372+

M c} cx+d

—— =0

c

a

00 =T +—> —

c

Morale : Le coordonnées homogénespermettent d’éviter ces distinctions de cas et de montrer

de fagon élégante qu’on a effectivement une action !

Exercice 15.8. a) Les groupes suivants admettent des structures naturelles de variétés
différentiables telles que la mult. G x G — G et l'inversion sont des morph. de var.
diff.!

— G = Gl,(R) de dimension n?, G = PGIl,(R) de dimension n? — 1.
— G = SI,(R) de dimension n? — 1, G = PSI,(R) de dimension n? — 1.

b) Les groupes suivants admettent des structures naturelles de variétés différentiables telles

que la mult. G x G — G et 'inversion sont des morph. de var. diff.!
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— G = Gl,(C) de dimension(complexe! ) n?, G = PGl,(C) de dimension n? — 1.
— G = S1,(C) de dimension n* — 1, G = PSI,(C) de dimension n? — 1.

Lemme 15.9. On a

0) |GL(F)| = ¢"7 " (¢" = D)(@" " = 1) (g — 1).
b) |PGL(F)| = |GL.(F)|/[FX| = ¢" = (q" = 1)(¢" " = 1)--- (¢ — 1).
¢) |SL(F) = (¢" —1)(¢" —q)---(¢" — ¢"2) - ¢" L.

d) |PS1y(Fy)| = |S1(Fy)|/ pged(n, ¢ — 1)

Démonstration. a),b),c) sont faciles.

4) | PSL(E,)| = [SU(F,)I/ (S1a(F,) NE - L)

S0, (Fg) NF) - I,| = #{x - I| x € Ff, 2" = 1} = Z/pged(n, q — 1)

O
Tableau des ordres et isomorphismes
qa ] 2 |2 2 3 4 4 5 7 8 9
n 2 3 4 2 2 3 2 2 2 2
PS1|62 &;|168(8!/2 2 As | 12 2 2, |60 2 A |81/2 2 As | 60 = A5 [ 168 = PSI5(F,)|504]6!/2 = g
PGl 24 = 6,460 = A; 120 = G5 6! 2 Gq
Sl 21 %6,

Exemple 15.10.

éléments.

2) PGly(F3) = &4 par 'action fidele de PGly(F3) sur P'(F3), qui a 4 éléments.

1) PGIy(Fy) = &3 par 'action fidele de PGly(IFy) sur PH(F,), qui a 3

3) Le ss-groupe PSly(F3) est d'indice 2 dans PGly(F3) = &,. 11 est donc distingué et

isomorphe a 2.

Théoréme 15.11. Soit K un corps. Le groupe PSI,(K) est simple sauf si a =2 et K =1y
ou K = ;.

Démonstration. Voir la lére partie du cours. O

Remarques 15.12.

1) On a donc les séries suivantes de groupes simples non abéliens :

Z)pZ, p premier, A, n > 5, PSL,(K), n > 2, sauf PSly(Fy) et PSly(F3).
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Tous les isomorphismes entre membres de ces séries sont indiqués dans le tableau.

2) On peut montrer que tous les groupes simples d’ordre
— 060 sont isomorphes. D’ou A5 = PSIy(Fy) = PGly(Fy).
— 120 sont isomorphes! Dot PSly(F7) = PSI3(F2).

16 Formes bilinéaires et quadratiques

Soient K un corps et V un K-espace vectoriel.

Définition 16.1. Une forme bilinéaire sur V est une application b : V x V — K telle que
pour tout y € V, les applications x — b(z,y), et © — b(y, x) sont linéaires V — K. Une
telle forme est symétrique si b(z,y) = b(y, x), Y,y € V. Elle est alternée si b(x,z) = 0 pour
tout z € V.

Remarques 16.2. Si b est alternée, on a 0 = b(x + y,x +y) = b(x,y) + b(y, x). C’est- a
- dire que b est antisymétrique. Si cart(k) # 2, la réciproque est vraie car alors b(z,x) =

T(b(z, ) + b(z,x)). La forme b(x,y) = z1y1 + T2y> sur F3 est antisymétrique mais n’est pas

1 1
alternée car b(| |, | [) =1
0 0

Définition 16.3. Soit b une forme bilinéaire sur V. La forme quadratique associée ert ’ap-
plication g, : V — K, x +—— b(z, x).

Remarque 16.4. On a alors

oz +y) = @) + @(y) + bz, y) + by, )

Si b est symétrique , on a

a(r +y) = @) + @(y) + 2b(z,y)

Si car(K) # 2, on peut récupérer une forme sym. b a partir de gb par la formule de polari-

sation.

1
b(z,y) = (@ +y) = a(z) = a(y))
Donc si car(K) # 2, on a la bijection {formes bilin. sym.} = {formes.quad.}, b — q.

Définition 16.5. Supposons que dimV < oo et que vy,...,v, est une base. La matrice M

d’une forme bilinéaire b dans la base est définie par m; ; = b(v;,v;), 1 < 7,7 < n.
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Remarques 16.6. 1) Si v,w € V ont pour vecteurs de coordonnées x,y € K*, alors
b(v,w) ="txMy.

2) La forme quadratique associée a b est donnée par le polynéme q,(v) = 'z Mz homogéne

de degré 2 en les x;.
3) La forme b est (anti)symétrique ssi M est (anti)symétrique.
4) Si Pest la matrice de passage de la base vy, ..., v, vers une nouvelle base v}, ..., v

alors la matrice M’ de b dans la nouvelle base est M' =t PMP.

Définition 16.7. Supposons que M est inversible . Le discriminant disc (b) de b est la classe
de ditM dans le quotient K /(K*)?. Si car(K) # 2 et q est la forme quad. g, associée a une

forme bilin. sym., on pose disc(q) = disc(b).

Remarque 16.8. Par définition, le discriminant ne dépend pas du choix de la base.

16.0.1 Quadriques

Définition 16.9. Une quadrique affine () C K™ est I’ensemble des solutions d’une équation

polynomiale de degré 2 :

fQ(ZL’l,...,.Tn>+f1($1...,$n)+f0:O (161)

ou f; est un polynéme homogéne de degé i.

Remarques 16.10. 1) Le polynéme homogéne est fo(x1, ..., 2,)+ fi(z1 ..., 2,)T0+ ford.
C’est une forme quadratique sur K™™' L’équation f(xg,...,z1) = 0 définit un cone
quadratique Q C K™, On a lidentification

Q=>CnN{zg=1}, (z1,...,20) — (Lz1,...,2,).

2) Par I’homogénéité, on a f(Axg,..., \x,) = Nf(zo,...,2,). Donc si (xo,...,x,) €
K™ I\{0}, alors f(xg,...,2,) =0< f(Azg,...,A\x,) =0, VA € K*.

Ainsi la quadrique projective Q@ = {(xo @ x1-+- 1 x,) € PYK)|f(xo, 21, ,2,)} est
bien définie. Si on identifie K™ avec son image par (x1, -+ ,x,) — (L 1@y @+ xy)
dans P"(K), alors on a Q = QN K™.
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16.0.2 Formes non dégénérées

Supposons que car(K) # 2. Soit V un K- espace vectoriel de dimension finie. Soit b une

forme bilinéaire symétrique ou alternée sur V.
Notation. b: V —s V*, v b(-,v), ker(b) = ker(b) = {v € V|b(w,v) = 0,YVw € V}

Définition 16.11. — b est non dégénérée < ker(b) = 0.
— b est une forme symplectique < s b est alternée et non dégénérée.

~

— Le rang de b est rg(b) = rg(b).

Remarque 16.12. Si vy, ..., v, est un base de V et v}, ..., vs est un base de V* (i.e. v}(v;) =

d;;), alors la matrice de b dans ces bases est la matrice de b car l;(vj) = b(-,v5) = > b(v;, vj)vr.
i=1
Proposition 16.13. On a équivalence entre

i) b est non dégénérée,
i) b:V — V* est bijective ,
iii) la matrice de b dans une base de V est inversible.

Démonstration. i)<ii) On a ker(h) = {0}. Donc b est injective. Comme dimV = dim V*,

I’appel. b est bijective. La réciproque en claire.

ii)<iii) Clair par la remarque.

16.0.3 Groupes d’isométries

supposons que car(K) # 2. Soient (V,b) et (V', V') deux espaces vectoriels munis de formes

b et b’ du méme type (symétrique ou alterné).

Définition 16.14. Une isométrie (V,b) — (V' b') est une application linéaire injective
u:V — V' telle que

V' (u(vy), u(vs)) = b(vy,v9), Yoy, v9 €V (16.2)

Remarques 16.15. 1) Sib, b’ sont symétriques, [’égalité 16.2 est équivalente a qy (u(v)) =
w(v), Yo e V.
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2) Uégalité 10.2 se traduit par

car

ut o b ou(v) = w(b(-,u(v))) =¥ (u(-), u(v)) = b(-,v) = b(v)
Donc si b est non dégénérée (< Binjectif), alors u est automatiquement injectif.

3) Si (V,b) = (V') V), alors toute isométrie est un isomorphisme et l’ensemble des isomé-

tries forme un groupe pour la composition

Notation. — Si q est une forme quadratique , on note O(V,q) le groupe des isométries

de (V,q) et on lappelle le groupe orthogonal de (V.q).

— Si b est une forme alternée, on note Sp(V.b) le gr. des isom, de (V.b) et on ’appelle
legroupe symplectique de (V).

Remarque 16.16. Soit M la matrice de b dans une base de V. Alors on a
O(V,q) = {U € GL,(K)|'UMU = M}

Il s’ensuit que pour u € O(V, q) on a dét(u)?dt M = dét M et donc dét(u) € {1,—1}.
Définition 16.17. Le groupe spécial orthogonal est SO(V, q) = O(V,q) N SI(V).

Théoréme 16.18. Supposons que b est symplectique. Alors Sp(V,b) C SI(V').

Démonstration. Voir plus tard. O]

16.0.4 Orthogonalité

Soit K un corps de car(K) # 2. Soient V un K-esp. vect. de dim. finieet b: V x V — K une

forme bilinéaire symétrique ou alternée.

Définition 16.19. Deux vecteurs u,v € V sont orthogonaux si b(v,w) = 0 (< b(w,v) =0
).

L’orthogonal d’une partie W C V est le ss-espace W = {v € V|b(w,v) = 0}

Exemple 16.20. 1) V* = ker(b)
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2) SiV =K?et b(z,y) = 2122 — Y199, alors D = DL ou D = K(e; + e5).

Remarque 16.21. Donc si W C V est un ss-espace, alors W et W=+ ne sont pas en somme
directe en général.
Proposition 16.22. Soit W C V un ss-espace.

a) Si b est non dégénérée , on a dim W + dim W+ = dim V.

b) Siblw = blwxw est non dégénérée, on a W @ Wt =V,

Démonstration.  a) Soit r : V* — W Dapplication de restriction f +— f|y . Elle est

linéaire et surjective. Donc la composée V—E>VX — WW* est surjective. Or son
noyau est W+. Donc dim V' = dim W+ + dim W

b) blw est non dégénérée ssi WNW+ = {0}. On a dim W+ > codim W. Donc V = WaW+.
[

Lemme 16.23. Pour des ss-espaces W, W' C V', on a
a) (W+WHEt=WLnW'™ (pour tout b, mémen si dimV = oc).
b) (W)t =W si b non dégénéré (et dimV < oo).
c) (WNWHt=wt+w
Démonstration.  a) W+ N W' est 'ens. des solutions des équations b(v,w) = 0, Yw € W,
et b(v,w') =0, Vu' € W'.
(W + W')+ est lens. des solutions des équations b(v,w”) = 0, pour w” = w + w',
weW,w eW,
b) On a clairement W C (W)L, Par la Prop, on a dim W = dim(W*)+.
c) Ona (Wt +WHt=WhH+n W)Lt =W nNW', ce qui donne ¢) par b).
O

Définition 16.24. Un vecteur vev est isotrope si b(v,v) = 0. Un ss-espace W C V est
totalement isotrope si bl =0 (W C Wt ).

16.1 Décomposition en somme directe orthogonale

16.1.1 Cas d’un vecteur non isotrope

supposons que dimV < oo et que b: V x V — K est symétrique.



74 16 FORMES BILINEAIRES ET QUADRATIQUES

Lemme 16.25 (réduction de Gauss). Il existe une base orthogonale vy, ..., v, dans V, i.e.
b(viavj) =0, Vi 7é J-

Remarque 16.26. Si x1,29,...,x, sont les Il existe une base orthogonale vq,...,v,, on a

q(v) = az? + ...+ a,x? our est lerang de b et o; = q(v;) #0, 1 <@ <r.

Démonstration. Si b= 0, il n’y a rien a démontrer. Si non, par la formule de polarisation

br,) = (e +9) — alo) — al).

ildoit exister un vecteur non isotrope v;. Alors b|g,, est non dégénérée et donc V' = Kuv; @Uf‘.

Par récurrence sur dim V, il existe une base orthogonale vs, ..., v, pour v{ avec b[U%. Alors
vy, ..., v, est une base orthogonale dans V. O
Notation. Pouray,as,...,a, € K*, onnote < aq, g, ..., > la forme (aq, o, ..., ) —

a1 z? + .+ apr? sur K™

Remarque 16.27. Si b est une forme bilin. sym. non dég. sur V de dim. n, on a donc une
isométrie < V. b >=< aq, g, ...,q, > pour des «; € K*. Clairement, pour a; € K*, on a

une isométrie
~ 2 2 2
<aq,Qy, ..., 0, >E AT0, 0700, ..., 0,0, >, € > Q6.

On a donc une surjection

I—IKX/(KX)2 = {(V,b)|dimV = n,b non dég.}/isom..
i=1

Le probléme est de déterminer ses fibres : Quand est-ce qu'on a < ai,qs,...,q, >=<
/ / /
oy, ah, .. a0 >7
Une condition nécessaire est I’égalité des discriminants disc(< aq, g, ..., >) = qqag . ..oy, €

K*/(K*)2. Mais elle n’est pas suffisante en général.

Exemple 16.28. 1) Si K est quadratiquement clos. (i.e. chaque élément de K est un carré,
p.ex. si K est algébriquement clos), alors chaque forme quad. non dég. est isométrique
a<l,....,1>.

On note O, (K) le groupe des isométries de < 1,...,1 >.
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2) Si K =R, alors {1,—1} & K*/(K*)2. Donc chaque forme quad. non dég. q est isomé-
trique & < 1,...,1,—1,...,—1 >. Le couple (s,n — s) est la signature de q. On verra
—_——— ————

S n—s

qu’elle est indépendante du choix d’une base. On note O,, ,,_s(R) le groupe du isom’etries

de<1,...,1,—1,...,—1 >. Le couple (s,n—s). Comme g et —q ont les mémes groupes
——— N —’
d’isométries, on a O, (R) = O;4(R). Le discriminant de < 1,...,1,—1,...,—1 > est

S n—s

(—1)"=5. 1l ne suffit donc pas pour distinguer des formes non isométriques.

3) Supposons K = F,. Le noyau de F* — F, x — 2% est {1, —1}. Donc F* /(F*)? est
d’ordre 2. Donc si a € F*/(F*)?, alors toutes les formesquad. non dig. sont isométriques
a<l,....,1,a,...,a> pour des s,t > 0. On peut faire mieux :

T
Proposition 16.29. Soitq une forme quadratique non dégénérée sur ¥y, si a € > /(F>)2.
Alors il existe une base dans laquelle q s’écrit sous ['une des formes suivantes
(1) q(z) =i +...+a5_ +
(2) q(z) =22+ ...+ 22 | +ax?

Remarque 16.30. Notons que les deux formes ont des discriminants distincts. Donc les formes

quadratiques non dégénérées sur Fy' sont classifiées a isomorphisme prés par leur discriminant.

Démonstration. On procéde par récurrence sur n. On va montrer que si n > 2, il existe
v € Fy t.q. ¢(v1) = 1. On aura F; = Kv; @ vis et on obtient le résultat par 'hyp. de
récurrence. Ecrivons q dans une base orthogonale : ¢(x) = a;7% + ... + a,22. Le nombre

de carrés dans F, est “*. Considérons E = {aj2}z; € Fi} et F = {1 — apz|z, € F,}.

Clairement, on a |E| = |F| = ‘1;—1. Comme on a 2 - % > ¢, on doit avoir ENF # (. Si
172 = 1 — a3, alors 1 = 2% + aox? = q(1,22,0...,0). O
Remarque 16.31. Notons O(ay, ..., a,) le groupe des isométrie de la forme ay2% +. .. + a, 22

sur Fy. Alors on a

1) 0(1,...,1) =0(a,..., ).

2) A isomorphisme prés, O(a,...,a) ne dépend que de disc < aq,...,q, >= aj- -,
modulo K **
Sin = 2m+1 est impair, il résulte de 1) et 2) qu’a isomorphisme prés, il n’existe qu’un
seul groupe orthogonal en dimension n = 2m + 1. On le note Ogp,41(F,).
Si n = 2m est pair, on note 05, (F,) = O(< 1,...,1) et O5,(F,) = O(< ..., >)
les deux groupes d’isométries possibles. On verra qu’ils sont d’ordres différents donc

non isomorphes.
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16.2 Reéduction simultanée de formes quadratiques

Supposons que K est un corps alg. clos de caractéristique # 2, V un espace vectoriel de
dimension n < oo, ¢ : V. — K une forme quadratique non dégénérée et ¢’ : V- — K une

forme quadratique.

Lemme 16.32. Supposons que la matrice M’ de q’ dans une base orthonormale pour q (i.e.
b(vi,v;) = 0ij, ¢ = q») admet n valeurs propres distinctes 2 a 2 . Alors V admet une base qui

est a la fois orthonormale pour q et orthogonale pour q.

Remarque 16.33. On peut donc "réduire simultanément" q et q’.

Démonstration. Soit vy, v, ..., v, une base orthonormale pour q comme dans 1’énoncé. Soit
M’ la matrice de q’ dans cette base et soient une wy, ws,...,w, € K" des vecteurs propres
de M’ avec valeurs propres Aq, Ao, ..., A,. Alors pour 7 # j, on a

tw,-M/wj S twi)\jwj S )\jtwiwj

b’ sym.
t / t t t
ij W; =—— wj/\lwl >\7, W;W; )\7, w; W
O]

Comme \; # Aj, on a 'w;w; = 0 = ‘w;M'w; de fagon que la base wq, ws, ..., w, est ortho-

gonale & la fois pour ¢ et q’. Comme q est non dégénérée. On a 'w;w; # 0, Vi et la base des

Wy

est orthonormale pour q et orthogonalepour q’.

16.2.1 cas d’un vecteur isotrope
supposons que K est un corps de caractéristique # 2, V un espace vectoriel de dimension
finieet b: V x V — K une forme non dégénérée symétrique ou alternée.

Lemme 16.34. Si ve V est un vecteur isotrope non nul, il existe un vecteur isotrope w tel

que b(v,w) = 1.

Terminologie. le couple (v, w) est un couple hyperbolique et (P,bly) C (V,b) est un plan
hyperbolique.

Remarque 16.35. Soit P C V le plan engendré par v et w. Alors la matrice de b|y, dans la

0
base v, w est [
€

0] ,oll € =1 sib est symétrique et ¢ = —1 si b est alternée.
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Démonstration. comme b est non dégénérée et v # 0, il existe w’ telque b(v,w') = 1. On

prend alors w = w’ — 1b(w, w’)v pour obtenir b(w,w) = 0 dans le cas alterné et
/ / 1 / / /
b(w,w) =bw w') —2- éb(w ,wHb(w',v) =0

dans le cas symétrique. O

Remarque 16.36. Soit P C V un plan hyperbolique. Alors b|, est non dégénérée. On a donc
une décomposition orthogonale V = PEOPL (on écrit V=USW siV=Ua W et U L V).
La forme b|p1 est encore non dégénérée. Donc si PL contient un vecteur isotrope, on a
V = POP'S(P @ Pt ete.

Terminologie. (V,b) est anisotrope si V ne contient aucun vecteur non nul isotrope.

Un espace hyperbolique est une somme orthogonale de plans hyperboliques.

Corollaire 16.37. (a) Si (V,b) est non dégénérée et alternée, alors (V,b) est isométrique

a un espace hyperbolique, i.e. il existe une base vi,va, ..., Vom_1, Vo, de V dans laquelle
la matrice de b est -~ -
0 1
-1 0
0 1
-1 0
0 1
-1 0

En particulier, dim V' est pair. On note Spay,(K) le groupe des isométries et on l'appelle
groupe symplectique.
(b) Si (V,b) est non dégénéré et symétrique, alors (V, b) est isométrique & une somme

orthogonale HOA,ou H est un espace hyperbolique et A un espace anisotrope .

Remarque 16.38. On verra que dans b), I'indice de la forme b | i.e. %dim H, ne dépend que
de (VD).

Exemple 16.39. (1) Toute forme quadratique < a, —a > sur K2 est un plan hyperbolique

car on a le vecteur isotrope e; + ey = . Dans la base e; + e, i(el — ey) sa matrice

0 1
est .
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(2) Si K = R", toute forme quadratique est isométrique a une forme < 1,...,1,—1,..., =1 >.
—_—— ——
t

Sis<t,ona<l1,...,1,—1,...,—-1 > PS5 < —1,...,—1 >, ot Pest le plan hyper-
—_——— ——— —_———

s t t—s
bolique < 1,—1 > et < —1,...,—1 > est anisotrope (cas définie négative).
—_—— —

t—s

16.3 Le théoréme de Witt

Supposons que K est un corps de car(K) # 2. Soient V,V’ du K- espaces vectoriels de

dimension finie.

Théoréme 16.40 (Witt). soient (V,b) et (V', V') des espaces du méme type isométriques et
non dégénérés. Soit W C V un ss-espace et ¢ : W — V' une isométrie. Alors il existe une

sométrie 1 : V. — V' telle que ¥|w = .
w
1™
V_3_¢> V/

Définition 16.41. Soit v € V telque ¢(v) # 0 ot ¢ = ¢, (donc b est symétrique). On a la
décomposition V = KvDvt. La réflexion par rapport a v+ est I'isométrie s, : V = V donné

par S,(v) = —v et s,(w) = w, Yw € v+,

Remarque 16.42. Explicitement, on a s,(x) =z — be((:;f”)) ~x, Ve eV.

Lemme 16.43. Soient v,w € V tels que q(v) = q(w) # 0. Alors il existe une isométrie
a: (V,b) = (V,b) telle que a(v) = w.

Remarque 16.44. e lemme implique le thm de Witt si W = Kwv, b(v,v) #0 :

Démonstration. On a q(v + w) + q(v — w) = 4q(v). Donc v + w ou v — w est non isotrope.

Disons que v + w est non isotrope . Alors on a Sy44(v) = Sptw(3(v + w) + (v — w)) =

—2s(v+w)+ (v —w)=—w et a=(—Idy) 0 Sy, envoie v sur w. O
Lemme 16.45. Soit W C V un ss-espace totalement isotrope avec une base vi,vs, ..., V.
Alors il existe v, vh, ..., v, dans V tels que

(1) v, v} est un couple hperbolique pour tout 1 <i <1 et

(2) Py, Ps,..., P, sont en somme directe orthogonale, ou P; = Kv; + Ku|.
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En outre, toute isométrie W BV se prolonge en une isométrie PO - - . OP, £> V.

Démonstration. Supposons que r = 1. On sait qu'il existe v' € V isotrope tel que (vq,v]) est
un couple hyperbolique . De méme , il existe v{ € V isotrope tel que ¢(v1), v{ est un couple

hyperbolique de V’. Alors ¢ : v; — ¢(vy1), v§ — 04 définit une isométrie Py Sy,

Supposons que 7 > 2. Posons Wy = Kvy + ...+ Kv,. L’ supposons hyperplan v;- contien v;

et Ws. Soit V5 un supplémentaire de Kvq, dans vlL contenant W,. La restriction de b & V5 est

non dégénérée. On applique I’hypothese V2 de récurrence a son Ssespace totalement isotrope
Ws.

[——1
U1
L . .
v : :
1 /
Uy U,
Il existe des vecteurs vy, v5, ..., v. dans dans V5 tq. v;, v} soit un couple hyperbolique avec les

propriétés de I'énoncé. La somme PO - --OP, est orthogonale a v; et la restriction de b y
est non dégénérée. 1l existe donc v} dans (P5...BP,)* qui forme avec vy, un couple hyper-
bolique. On pose P; = Kv; + Kv]. On peut appliquer le méme raisonnement a (W) C V',
Comme bert non dégénérée, ¢ est injective et (W) = Ko(vy) + ... + Kp(v,) est totale-
ment isotrope. On construit alors des paires hyperboliques ¢(v;), v et en prolonge ¢ en 1 en

envoyant v, sur vy

Dém du Thm de Witt. On commence par étendre ¢ a un ss-espace W DO W tel que la res-
triction de b & W est non dégénérée . Soit W’ un supplémentaire de W NW+ = ker(b|y) dans
W. La restriction de b & W’ est non dégénérée donc aussi la restriction a W'+, Le ss-espace
W' contient W N W+ comme ss-espace totalement isotrope. Par le lemme précédent, on
peut donc étendre Ay & un ss-espace hyperbolique H t.q. WNW+ C H C W'+, On a

ainsi étendu ¢ en @ défini sur H ® W' = W et la restriction de b & W est non dégénérée. La
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restriction de b’ & (W) = B(H) @ @(W') est aussi non dégénérée.

V
W nwt w’

. . =1 — . . .
Si b est alternée, les restrictions non dég. de b a W~ et de b’ a p(W)* sont isométriques(il
n’existe qu'une seule classe d’isom. de formes symplectique sur un espace vectoriel de dimen-

sion paire). On a ainsi étendu ¢ a e —v.

Supposons donc b symétrique. Deplus, comme (V,b) et (V' ') sont isométriques, on peut
supposer (V,b) = (V',1'). On raisonne par récurrence sur dimW. On a déja traité le cas
oit dimW = 1 (a l'aide d’une réflexion resp. d'une complétion en couple hyperbolique).
Supposons dim W > 2. Ecrivons W = W,OW,, ot W, et W, sont non nuls et les restrictions
de b a Wy et Wy sont non dégénérées. Par 'hypothése de récurrence, oy, : Wo — o(W;)* se
prolonge en une isométrie oy : Wit — o(Wy)*. On prend alors ¢ = p|y, Dy : Wi WL —
(W) ® p(W1)*. o
Corollaire 16.46. (a) Si W et W’ sont des ss-espaces isométriques de V, les ss-espaces
W et W't sont isométriques.
(b) Tous les ss-espaces totalement isotropes mazximaux ont méme dimension v appelée ['in-
dice v de b.
(c) Tous les ss-espaces hyperboliques mazimauz ont méme dimension 2v.

(d) Si H est un ss-espace hyperbolique maximal, on peut écrire V.= HOW, ou W est

anisotrope (ne contient pas de vecteur isotrope non nul).

Démonstration. (a) Une isométrie ¢ : W = W’ s’étend en une isométrie ¢ : V= V qui
induit une isométrie de W+t sur W' L.

(b) Si W et W’ sont totalement isotropes et dim W < dim W', toute application linéaire

injective ¢ : W — W’ est une isométrie, qui s’étend en une isométrie ¢ : V. — V.

Alors =1 (TW') contient W et est aussi totalement isotrope. Donc W = o }(W') si W

est maximal.
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Tout ss-espace totalement isotrope de dimension d est contenu dans un ss-espace hy-

perbolique de dimension 2d et réciproquement. Donc (c) résulte de (b).
Déja vu.

]

Exemple 16.47. (a) Si K est un corps quadratiquement clos, une forme quadratique non

(b)

dégénérée est d’indice [n/2].

Si q est une forme quadratique non dégénérée sur R™ de signature (s, t), alors l'indice de
q est min(s,t). Si H C R™ est un ss-espace hyperbolique maximal et H # V', la forme
induite sur H+ C V est ou bien définie positive ou bien définie nég. . La doimention de
H et le signe de la forme sur H+ déterminent la signature de (V,b), qui est donc bien
un invariant de la classe d’isométrie de (V).

Soit K = F,, ¢ impair. Rappelons que les formes quadratiques non dégénérées sur [y
sont isométriques ou bien a < 1,...,1 > ou bien a < 1,...,1,a >, ot a € F n’
estpas un carré. On a vu que toute forme quad. non dég. ¢ sur K™, n > 2, admet un
vecteur x t.q. ¢(x) = 1. Le méme argument montre que pour oy, ap, g € K*, 'équation
@173 + a3 + azrd = 0 admet une solution z # 0. Donc toute forme quad. non dég.
sur K™, n > 3, admet un vecteur isotrope. Si on écrit < ay,...,q, >= HOW, ou H
est un espace hyperbolique et W est anisotrope, on a donc dim W < 2. En dimension
2,

— la forme < 1, —1 > admet le vecteur isotrope x = e; + e,

— la forme < 1, —a > n’admet pas de vecteur isotrope nonnul (carl’équation 2% =

ax3 n’ admet pas de solution z # 0 si o n’est pas un carré).

Si on a une forme quad. non dégénérée sur

— K?"*lm € N, alors elle est isométrique & HOW, ou dimW = 1 et H est un
espace hyperbolique. Alors 'indice de la forme est v = m. On rappelle qu’il n’ y
a qu'un seul groupe d’isométries (a isom. pres) noté Ogp,1(Fy).

— K?" m € N, alors ou bien I'espace est hyperbolique (W = 0) et l'indice vaut m,
ou bien l'indice vaut m — 1 et W =< 1, —a >. Rappelons que les deux groupes

d’isométries correspondants sont noté O3, (F,) et Oy, (F,).

16.4 Le groupe de Witt

Soit K un corps.
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Définition 16.48. Le monoide de Witt (ou semi-groupe de Witt) est I’ensemble MW (K)
des classes d’isométrie [(V,q)] de couples (V,q), ou V est un espace vectoriel de dimension

finie et q une forme quadratique sur V. On le munit de ’addition définie par
(V.o + (V. d)] = [(V &V, ¢S,

ot (¢Bq')(v,0") = q(v) + ¢ (V).

Remarques 16.49. (1) Le monoide de Witt est associatif et admet ’élément neutre (V =
{0},q = 0). Par contre aucun élément non nul [(V,q)] admet un inverse [(V',q')] car

si [(V,q)] +[(V',¢)] =1(0,0)], alors dimV + dim V' = 0.

(2) Abrégeons [(V,q)] par [q]. Si on a [q]+[r] = [¢]+][s] dans MW (K), alprs par le théoréme
de Witt, on a [r] = [s].

L

Lemme 16.50 (Lemme et déf.). IL existe un morphisme de monoides universel MW (K) —
GW(K) wvers un groupe abélien GW (K) appelé groupe de Grothendieck-Witt de K. Il est
injectif.

Universalité :
MW (K)
Ll \Wme
GW(K)=---- > A groupe abélien

31 morph. de groupes
Démonstration. On définit GW (K) = MW (K) x MW (K)/ ~, ou

([], g2]) ~ ([r], [r2]) & [@] + [r2] = [go] + [r]

N

N

L’addition est induite par ’addition composante par composante . L’injectivité du morphisme
MW (K) — GW(K), [q] — classe de (|q],0) résulte du thm de Witt. O
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Remarques 16.51. (1) Parla propriété universelle , on obtient des morphismes de groupes
(surjectifs) dim : GW(K) — Z t.q. dim([V,q]) = dimV et disc : GW(K) —
K*/(K*)? t.q. disci([V,q]) = disc(q).

(2) On sait que < o, —a > est isométrique au plan hyperbolique P, Voo € K*. Il s’ensuit-
qu’on a t([q]) + t([—q]) = dim(q) - «([P]) dans GW(K) pour toute forme quadratique

non dégénérée q.

Définition 16.52. le groupe de Witt W (K) est le quotient de GW (K) par le ss-groupe
engendré par le plan hyperbolique ¢([P]).
Remarques 16.53. (1) Dans W(K), on a [q] + [—q] = 0 et donc —[q] = [—q].

Abus de notation : on écrit [q] au liew de "classe de i([q]) dans W (K)".

~

(2) On a un isomorphisme de monoides MW (K)/(ss-monoide eng. par [P]) — W(K).
C’est la définition originelle de W (K) par Witt.

(8) Dans W(K), on a les relations suivantes :
[< a1, ... 0m > = [0y, -+ Qopmy]  pour tout o € Ay,

<O,y > [ B B > = <o, o, By B >, Yoy, B € KT
—[<ar,...,am > =< —aq, ..., —ay >
[<a,—a>]=0.
(4) dim : GW(K) — Z induit un morphisme W(K) — Z/2Z mais disc : GW(K) —
K*/(K*)? n’induit pas de morphisme défini sur W(K) sauf si —1— = disc(P) est un
carré dans K.

(5) On sait que tout [q] € MW (K) s’écrit [H] + [W], ou H est hyperbolique et W est
anisotrope. Avec la remarque (2), cela implique que tout élément de W(K) est de la

forme [q] pour une forme anisotrope. Plus précisément, on a une bijection
{formes quad. anisotropes}/isométrie — W (K).

Montrons linjectivité : si q; et go sont anisotropes et [q1] = [q2] dans W(K), alors on a

une 1sometrie

q1@P@n1 = QQ@PQNQ

(par la remarque (2)). Alors on a ny = no(l'indice ne dépend que de la classe d’isomé-
trie) et g1 = qo (thm de Witt).
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Exemple 16.54. (1) Si K est un corps quadratiquement clos, alors W (K) — 7Z/27 est

un isomorphisme (exercice!).

(2) Si-1 est un carré dans K, on a [g] = [—¢] = —[g|dans W (K). Donc tout élément de
W(K) est d’ordre < 2.
(3) Toute forme quad. réelle anisotrope est isométrique a < 1,...,1 >ou < —1,...,—1 >
et < —1>=— < 1> dans W(K). Donc Z = W (R).
di ~
Exercice : Montrer qu’on a un isomorphisme e GWR) - Z®Z , ou s :
s
GW(K) — Z envoie < 1,...,1,—1,...,—1 > sur s. Plus simple : On a un isomor-
—_——— ———
s t
phisme de monoides N x N = MW (R) , (s,t) —<1,...,1,—1,...,—1 >
——— N —

s t

(4) Soit K =T,, q impair, Alors

Z)20.&L)27 si —1e K**
W(K) =

ZAZ si —1¢ K*?
Démonstration. Soit o € K* /K *2 On a quatre classes d’isométrie de formes aniso-
tropes : 0,< 1> < a>et <1,—a >. Donc W(K) est d’ordre 4 et isomorphe a Z/47Z
ou Z/27Z & Z/27Z. Si -1 est un carré dans K, on sait que tout élément de W (K) est
d’ordre < 2 et W(K) =2 Z/2Z&Z/27Z. Si -1 n’est pas un carré, on peut prendre av = —1
etonal[<l>+[<1>=[<1,1>]=[<1,—a>]defacon que [< 1 >] est d’ordre
4et W(K) =1ZJAZ. O

(5) On peut montrer qu’on a une suite exacte

0—2Z-<1>—WQ) — & W(F,)—0

p premier

17 Groupe symplectique

Soient K un corps de caractéristique # 2 et soit V un espace vectoriel de dimension finie

paire 2n. Soit b une forme symplectique sur V, c¢’est-a-dire une forme alternée non dégénérée.

0 I,
Rappelons que dans une base bien choisie, la matrice de b est de la forme J,, = / O] :
Dans une telle base vy, vs, ..., va, les v;, v;4, forment des couples hyperboliques orthogonaux

2a?2
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On va étudier le groupe symplectique Sp(V,b).

Par le choix d’une base comme ci-dessus il s’identifie avec le groupe Spo,(K) = {U €
Gl (K ['U JonU = Jon}.

A B PAC ='CA,'BD ='DB
,onalU € Spy,(K) < . Pour n =1,

‘AD -'CB =1,
on obtient Spy(K) = Sly(K)(méme ss-groupe de Gla(K)!).

Sion écrit U =

17.1 Générateurs

Définition 17.1. Soit [ : V' — K une forme linéaire. Soit a € ker(l). La transvection associée
avec 1 et a est I'application linéaire 7, : V — V, 2 — 7(2) = = + I(2)a.
Remarques 17.2. 1) Ona7,07._q = Idy de facon que 7, est inversible.

2) Avec T 0T 4, 0N @
b(7(z),7(y)) = blz + l(x)a,y + U(y)a) = b(z,y) + l(y)b(z, a) + I(z)b(a, y).

On woit que pour | = Ab(a,?),\ € K ,l'automorphisme 7, est symplectique (i.e. 7, €
Sp(V,b)). On dit alors que T, est une transvection symplectique.

Notons qu’en dimension 2, toutes les transvection sont symplectique, car b:V — VX
est un isomorphisme et kerb(a,?) = K, si a # 0. Autre raison dét(r,,) =1 et SI(V) =
Sp(V,b) si dimV = 2.

Théoréme 17.3. Sp(b, V) est engendrépar les transvection symplectique.

Corollaire 17.4. Le groupe symplectique est un sous-groupe de SI(V).

Dém du Cor. Toute transvection est de déterminant 1. OJ

Lemme 17.5. St x1, x5 et y1,yo sont des couples hyperboliques , il existe un produit d’au

plus quatre transvection hyperboliques q tel que p(x1) = y1 et p(x2) = Yo.

Démonstration. Si b(z,y) # 0, onpeut envoyer X, suey, par la transvection symplectique 7,

! )b(yl —x1,-) et a =y — 1.

associée 4 [ = ——
b(ﬂﬂl,yl

a=1Yy — I T
T U n
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Sinon on peut trouver z tel que b(z1,2) # 0 et b(z,y;) # 0 (car V n’est pas la réunion des
hyperplans z+ et y* ) et on peut envoyer successivement x; sur z puis z sur y;. On est
ainsi ramené au cas ol x; = ¥, et on veut envoyer xy sur ys tout en laissant x; fixe. Si

L—b(ys — T2,°) et a = yo — o

b(xs,ya) # 0, la transvection symplectique associée a | = Y2 3)

convient car

b(y2 — x2,21) = b(Y2, v1) — b(x2, 1) = 0.

z
To a Y2 T2 Yo
1 =4 1 =Y
Si b(za,y2) = 0, on cherche un z tel que
— b(x9,2) # 0 et b(z,y2) # 0 et
— b(z —x9,21) =0 et by — z,21) =0, i.e. b(x,z) = 1.
Or z = x1 + yo vérifie toutes conditions. O

Dém. du Thm. On peut supposer que dimV = 2n > 2, ou V = K?". V contient un
plan hyperbolique P engendrépar un couple hyperbolique z1,z5. Soit ¢» € Sp(V,b). Alors
Q) = ¥(P) est encore unplan hyperbolique. Par le lemme, il existe un produit ¢ d’ au
plus quatre transvection, symplectique tel que (1) = ¥(z1) et p(xe) = (xg). Alors
¢~ 1) nduit lidentité dans P et induit un élément du Sp(P+,b|p.) dans PL, ie. on a
o = IdpSy' : POP+ — POPL = V pour un ¢/ € Sp(P+,b|pr). Par récurrence
sur dim V' est un produit d’au plus 4(n — 1) transrections symplectique 74, ..., 7,,, de P+. Les
7; sont aussi des transrections symplectique, de V qui induisent I'identité dans P car 7; = 7, 4,
ot a; € Pt et l; = \b(a;,+). On a donc i) = poT 0...07, et 1 est produit d’au plus 4n

transrections symplectique . O
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17.2 Centre

soit u un élément du centre de Sp(V,b). Soient 0 # a € V, [ = b(a,-) et 7 = 74.Alors

uo T q(z) =u(x + bla,r)a) = u(x) + ba, v)u(a)
Tia o u(x) = Ta(u(x)) = u(z) + bla,u(x)) - a

On peut trouver z t.q. b(a,z) # 0 et on déduit que u(a) est proportionnel & a pour tout
a € V. Donc u est une homothétie de rapport de A € K*. On a donc pour tous z,y € V.
Donc A*b=bet A2 =1et A € {1, —1}. Donc le centre de Sp(V,b) est réduit a {£Idy }.

Le groupe symplectiqueprojectif associé¢ est PSp(V,b) = Sp(V,b)/{xldy}. C’est un sous
groupe de PSI(V). Il agit donc fidélement dans P(V).

17.3 Ordres des groupes symplectique finis

Soit q une puissance d’'un nombre premier impair. Soit K = F,. Les éléments de Sps,, (K)) sont
en bijection avec les bases hyperboliques de K", i.e. les bases vy, vs, ..., vg, telles que v;.v,4;
est un couple hyperbolique pour tout 1 <i < net K?* = PO...OP,, ou P, = Kv; ® Kv,4;.

Il s’ensuit qu’on a

2n 2n—1

Span ()] = (4" = 1)+ =5 |Spaus ()|

B on . q2n - q2n71 o2 . q2n72 - q2n73 q2 —q
= (¢ ) ———— (g ) - :
q—1 qg—1

_ q(2n+1)+(2n+3)+---+3+1(q2n _ 1)(q2n _ 1)<q2n72 - 1) . (q2 o 1).

[Sp2n(Fy)| = ¢ (¢ = 1)(¢*" > = 1) -+~ (¢° — 1).

|PSpon(Fy)| = 21Sp2n(Fy)| = ¢ (¢*" — 1)(¢** 2 = 1) -+ (¢* — 1).

Un+1

t.q. b(v1, Uny1) =

17.4 Groupe dérivé

Soit K un corps de caractéristique # 2.

Théoréme 17.6. Pour n > 2, le groupe symplectique Spo,(K) est

égal a son groupe dérivé.
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Démonstration. Comme Sp,, (K) est engendré par les transvection
symplectiques, il suffit de montrer que chaque transvection symplectique est un commutateur.
Notons V' = K?". Soient 0 # v € V, A € K et | = \b(v,-). Montrer que 77, est un

commutateur. Rappelons que

Tio(T) = 4+ Ab(v, ) - v.

On saitqu’onpeutcompléter v en un couple hyperbolique v, w. Soit P = Kv & Kw leplan
hyperbolique engendrépar v et w. Comme 2n > 4, on a V = POQOW, ot Q est le plan

hyperbolique engendré par un couple hyperbolique v’, w’. Complétons v, w, v’, w’ en une base

N(A 0
hyperbolique de V. Dans cette base la transvection 7 = 7;,, a pour matrice [ (() ) P ] ,
2n—4
1 0[A O
0 1(0 O .
ou N(\) = o ol1 ol 11 suffit d’exprimer N(\) comme un commutateur d’éléments du
0 00 1

groupe Spy(K) = {U € Glu(K)|'UJ,U = Jy}. Or les matrices

Ay 0
0 tA!

I A,
0 I

) 2 —

U, =

11
sont symplectique si A; est inversible et A; symétrique. Si on prend A; = [ 01 ] et

01
Ay =X-1 [ Lo ] , alors on vérifie quon a U;U,U; MUyt = N()). O

17.5 Simplicité

Théoréme 17.7. Supposons que car(k) # 2 et que n > 2 . Alors Spe,(K) est simple.

Pour la démonstration, on a besoin de quelques rappels et compléments : Soit G un groupe.
un ss-groupe H < G est maximal si H # G et si H < K < G, alors H = K ou K = G.
Soit X un G-ensemble. L’action de G sur X est transitive si, Vz,y € X, il existe g € G t.q.
gx = y. L’action est primitive si elle est transitive et les stabilisateurs G, = {g € G|gx = =}

sont des ss-groupes maximaux.
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Exemple 17.8. I'action de PSl,(K) sur P"7'(K) est primitive car elle est fidéle et deux fois
transitive (i.e. transitive et transitive sur I'ensemble des couples d’élément distinct). Voir la

premiére partie du cours.

Proposition 17.9. Supposons que [’action de G sur X est primitive. Supposons que pour
tout x € X, on a un ss-groupe T, < G t.q.

1) T, est abélien, Yz € X,

2) Tye = gT.97 ', Vo € X, Vg € G,

3) G est engendrépar la réunion des T, v € X.

Alors tout ss-groupe distingué H de G qui agit non sur X contient le groupe dérivé D(G).

Démonstration. Soit H un ss-groupe distingué qui agit non trivialement sur X. Soit x € X.
Comme G, est maximal, le ss-groupe HG,, (ss-gr. car H est distingué! ) est égal & G, ou a
G. 1 cas : HG, = Gx. Alors H C G,. Mais alors, pour tout g € G, on a H = hHh™! C
gGLg~t = Gg... Comme l'action est transitive H C G, Vy € X. Donc H agit trivialement
sur X./

2¢ cas : HG, = G. Comme 'action de G sur X est transitive, on a X = G.x = HG, = H.x.
Donc H aussi agit transitivement sur X. Je dis que G = H - T}.. En effet, pour h € H, on a

Ty.=hT,h t C HT,H = HT,.

Comme 'action de H sur X est transitive, on a T, C HT, pour touty € X. Orles T}, y € X,
engendrent G. Donc G = HT,. Le quotient G/H = HT,/H < T, /T, N H st abélien car T,
est abélien. Donc H contient D(G).

]

Exemple 17.10. soient G = PSI,(K), X = P"!(K) et T, le ss-groupe des transvections

Ti.o OU a est un vecteur de la droite z. Alors I'action est primitive et 1), 2), 3) sont vérifiés.

Donc tout ss-gr. distingué H de PSI,(K) qui agit non trivialement sur P"~!(K) contient
le groupe dérivé de PSI,(K). On en déduit que PSI,(K) est simple si on n’a pas né et
K € {Fy,F;}.

Dém. du Thm de simplicité. On fait agit G = PSpy,(K)sur X = P?"}(K) si z € X est une
droite de K™, on pose
T, ={na.la € x,l=Nb(a,-)}.
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Notons que les T, vérifient 1),2),3) de la Prop. . Soit H < Sps,(K) un ss-groupe distingué. Si
H agit trivialement dans P"~(K), alors H = {e} car PSp,,(K) agit fidélement sur P"~(K).
On peut donc supposer que H agit non trivialement dans X . La Prop. donnera que H contient
D(Span(K)) = Span(K) si action de G = PSpy,(K) sur X = P?"71(K) est primitive. Il
s’agit demontrer que

a) Spo,(K) agit transitivement sur X et

b) le stabilisateur G, de chaque droite z € X est un ss-groupe maximal.
Le point a) résulte du Thm de Witt car toutes les droits sont anisotropes. Si 'action était
deux fois transitive, on aurait immédiatement le point b). Malheureusement, ’action n’est
pas deux fois transitive. En fait, 'action diagonale de G sur {(z,y) € X x X|z # y} a deux
orbites : en effet, si P est un plan de V, alors ou bien

1) b|lp # 0 et alors P est hyperboliques ou bien

2) blp = 0 et alors P est totalement isotrope.
Donc par le thm de Witt on a 2 orbites
(1) L’orbite O des couples de droites (x,y) qui engendrent un plan hyperbolique et

(2) lorbite Oq des couples de droites (z,y) qui engendrent un plan totalement isotrope.
Montrons directement que le stabilisateur G, d’un point x € X est maximal dans G =
Spon(K). Supposons que G, < H < G. Montrons que H = G. Comme G, < H, lorbite
Hzx n’est pas réduite a {x}. Considérons les translatés gHz, g € G, de l'orbite Hzx. Leur
réunion contient tous les gHx et est donc égale & X. Montrons que les gHz, g € G forment
une partition de X. Supposons qu'on a gHx N ¢'Hx # (. Alors il existe h,h/ € H tels que
ghx = ¢’h/x. Donc

htlg g € G, C H.

Mais alors on a ¢g~'¢’ C H et donc gHx = gH'z. Posons
Y ={(y,2) € X x X|y # z et y et z sont dans la méme partie gHz} C X x X

Comme Hz # {z} 'ensemble ¥ est non vide. Clairement il est stable sous I’action diagonale
de G. Donc il est réunion d’orbites de G dans X x X\ {(z,x)|z € X}. Mais ce n’a que deux
—_—

d:efA

orbites O; et Oy dans X x X\A.

1¢"cas : Supposons que Y = O;. Alors pour tous y # z, on a

y et z sont dans la méme

partie gHx <:)> y et z engendrent un plan hyperbolique.
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Or pour toutes droites distinctes y et z il existe ¢ € X qui n’est orthogonal ni & y ni a z
(car V = K?" n’est pas la réunion des hyperplans y* et z1). Mais alors = et ¢ engendrent
un plan hyperbolique et t et z engendrent un plan hyperbolique. Donc y et z sont dans la
méme partie gHz. Comme y et z sont distinctes mais sinon arbitraires cela implique qu’il

n’y a qu’une seule orbite 0.4

2¢ cas : X = Oy. On exclut ce cas de fagon similaire. Seule possibilité qui reste : ¥ = O; UOs.
Alors toutes les droites sont dans une méme partie gHx. Comme x € Hzx, toutes les droites
sont dans Hzx. Donc si ¢’ € G on a ou bien ¢x = x et ¢ € G, C H, ou bien ¢’x = hx pour
un h € H. Mais alors h~1¢'iG, et ¢’ € hG, € H. 1l s’ensuit que H = G. O

Remarque 17.11. (cas de la caractéristique 2) : Pour un corps K de caractéristique quelconque,
on peut toujours définir Spe,(K) = {U € Gl,,(K)|'UJo,U = Jo,}. Les résultats suivants

restent vrais :
— Spa(K) = Sh(K)
— Span(K) C Slan(K)
— Z2(Span(K)) = {£12n}
— la formule pour 'ordre
— pour n > 2, on a D(Spa,(K)) = Span(K)
— PSpa,(K) est simple sauf si n = 2 et K = Fy : on a Spy(Fy) = |PSps(Fy) = S de

roupe dérivé 2.

17.6 groupe orthogonal quelques résultats

Soient K un corps de caractéristique # 2, V un espace vectoriel de dimension finie et ¢ :

V' — K une forme quadratique non dégénérée.
Proposition 17.12.  a) Le centre de O(V,q) est {£Idy} sauf si K =F5 et V' est un plan
hyperbolique. Dans ce cas, le centre est d’ordre 4.
b) Si dim > 3, le centre de SO(V,q) est trivial si dim V' est impair et égal & {£Idy} si
dim V' est pair.
Théoréme 17.13.  a) les réflexions engendrent O(V, q).
b) (Cartan - Dieudonné) Tout élément de O(V,q) est produit de < dimV' réflexions.

Définition 17.14. soit P C V un plan tel que ¢|p est non dégénérée de fagon que V =
POPL. Le renversement par rapport a P est rp = (—Idp) ® Idp..
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Remarque 17.15. On arp € SO(V, q).

Théoréme 17.16. Si dimV > 3, les renversements engendrent SO(V, q).



