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4 1 GENERALITE SUR LES GROUPES

Premiére partie

Groupes

1 Généralité sur les groupes

Définition 1.1. (sous-groupe distingués ou normaux)

Soient G un groupe et H C G son sous-groupe, H est dit distingué ou normal si,
Vge G, gHg ' = H

on note H 9 G

Théoréme 1.2. Soient H, G deux groupes et H <\ G, alors il existe une unique structure de

groupe sur G/H, telle que

m:G—G/H
g—gH

soit un morphisme du groupe.
Démonstration. Pour g,¢" € G, il suffit de définir
gHg'H = g9'H

pour que 7 soit un morphisme du groupe.

On doit tout d’abord vérifier que G/H est un group avec cette multiplication. Il reste a voir
que cette multiplication est bien définie, c’est-a-dire que pour ¢1,¢9; € G, si gH = ¢1 H et
g = g\ H, alors

99'H = g19/H

en effet, par hypothéses, 3h, h' € H, tels que

g1 = gh
gGr=gn



alors, on a
g191H = ghg' W' H

puisque H < G, 3h” € H, tel que
g/—lhg/ — hl/
alors, on a
g9 H = ghg'W' H
— gg/h//h/H
=g99'H
donc, G/H est bien un groupe avec cette multiplication.

Avec cette structure de groupe, il est facile de voir que 7w est un morphisme du groupe,
c’est-a-dire,

m(99") = 7(g9)7(g)

Théoréme 1.3. (Théroréme de factorisation)

Soient G, H, L trois groupes et H < G, soit f : G — L un morphisme du groupe. Alors, 3f
morphisme G/H — L, tel que f = fom si et seulement si H C ker f. Et on a un diagramme

a1 .

"N

G/H

Démonstration. Si f morphisme G/H — L, tel que

alors pour Vh € H,

Il
|

f(h) = f(m(h))
1

(
(le/m)

L

[
—
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donc, H C ker f.

Si H C ker f, pour g € G, on définit f :

flgH) = f(9)

puisque H C ker f, f est bien définie, en effet, pour ¢, ¢’ € G, tels que

gH = g/H/
dh € H, tel que

g =gh
alors,

fg'H) = f(g)

= f(gh)

= f(g)f(h)

= f(9)

= f(gH)

donc f est bien définie.

Il est facile de vérifier que f est bien un morphisme avec la structure de groupe sur G/H que

I’on vient de définir, c’est-a-dire,

f(gHg'H)

o
=

Il
g

Théoréme 1.4. (Sous-groupe de G/H)

Sotent G, H deux groupes et H <\ G, alors il y a une correspondance bijective entre les sous-

groupes de G/H et les sous-groupes de G contenant H.



Démonstration. Soit m un endomorphisme du groupe comme ci-dessous :

m:G—G/H
g—gH

Si K C G/H est un sous-groupe, comme 7 est un morphisme, alors,
T H(K) = {g € Gln(9) € K}

est un sous-groupe de G contenant H. Carsi h € H, m(h) = H est le neutre de G/H. Ensuite,

on a

n(rH(K)) = K

Si H C L C H, L un sous-groupes de GG, comme H < G, par définition on sait que H < L,

alors,

7(L)=L/H c G/H
c’est-a~dire (L) C G/H est un sous-groupe de G/H. O
Remarque. Si M C G est un sous-groupe, alors (M) est un sous-groupe de G/H méme si
M ne contient pas H. 7= (m(M) est le sous-groupes de G engendré par M et H et comme

H <G, c’est HM = M H, ainsi,
m(M)=MH/H

Théoréme 1.5. Soit G, H, M trois groupes et H <G, M < G. Alors, HNM <1 M et on a
un tsomorphisme de groupes :

M/HNM ~ MH/H
Démonstration. 11 est clair que H N M <1 M par définition.

Pour le reste, soit 7 un endomorphisme du groupe comme ci-dessous :

7:G—G/H
g—gH

et on le restreint & M : m : M — w(M). m est surjectif, de noyeau M N H et par théoréme

de factorisation, on a

M/MNH~n(M)=MH/H
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Exemple 1.6. (Conséquence)

Soit m € N*| les sous-groupes de Z/mZ sont en correspondence bijectif avec les sous-groupes

de Z contenant mZ, i.e. avec les kZ D nZ, i.e. k|n.

Posons n = kd, les sous-groupes de Z/nZ,
kZ/nZ = k7 /dkZ ~ 7] dZ

i.e. Vd|n, 3! sous-groupe d’ordre d.
Remarque. Soit G, H, K trois groupes et H <G, K << H, en général, on n’a pas que K < G.

Exemple 1.7. Soient Ay le groupe alterné d’ordre 4 et
Vi ={(12)(34), (13)(24), (14)(23),1d}
alors V3, <1 A4 et on a
Vi ~7/27 x Z]2Z
est abélien.

Soit a = (12)(34), alors a* = Id, et
K:<a>~17/27

alors,

<a><Vy< A

mais on n’a pas que < a > <1Ajy.

Remarque. Soient G, H, K trois groupes et H < G, K <G, K C H (donc K <H). On dispose
G/K D H/K. Dans la correspondance bijective sur les sous-groupe, les groupes distingués

se correspondent, ici,

H<G=H/K1G/K

Théoréme 1.8. Soient G, H, K trois groupes et H <G, K <G, K C H (donc K < H),
alors,

(G/K)/(H/K) ~G/H



Démonstration. soient m; un endomorphisme du groupe :

m:G—G/K
g gK

et Mo un endomorphisme du groupe :

™ G/K = (G/K)/(H/K)
gK — (gK)H/K

posons f = my o 1y, alors f est un morphisme du groupe surjectif et
ker f ={g € G|m(g) € H/K} = H
alors, par le théoréme de factorisation, on a

(G/K)/(H/K) ~G/H
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2 Action d’un groupe sur un ensemble

Définition 2.1. Soient GG un groupe et X un ensemble, on dit que G agit sur X si on a un
morphise
0 :G — o(X)

des bijections de X.

Alors, on a
on note g € G, r € X,
Ainsi, on a

et pour Vgi, g2 € G,
(9192) " x =91+ (g2~ 1)

Définition 2.2. Vx € X, on note le stabilisateur de =z,
stab(z) = {g € Glg - = = =}

qui est un sous-groupe de G.

Définition 2.3. Vx € X, on note l'orbite de z,
O(z) ={g-lg € G}

qui est un sous-ensemble de X.

Exemple 2.4. (1)(G agit sur lui-méme par translations a gauche), pour Vg € G,

o(G) G =G
h +— gh

Ainsi, ¢ : G — 0(G) et
kero ={g € G|Vh € G, gh =h} = {e}

alors ¢ est injective.
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Remarque. (Théoréme de cayley)

Soit G un groupe fini de cardinal n, alors G est isomorphe a un sous-groupe du groupe

symétrique o,,.

En effet, dans exemple (1), on a que

o(G) ~ o,
(2)(G agit sur lui-méme par conjuaison)
Vg € G,
P(G) G =G
h ghg™*

(3) Soit K un corps, alors GL, (K) agit par comjugaison sur M,,(K), les orbites est les classes

de similitude des matrices.

(4) Soit K un corps, GL,(K)xGL,(K) agit dans M,,(K) : Vg1, 92 €GL,(K), m €M, (K),

(9192) tm o= 91m951

Remarque. Deux matrices sont dites équivalentes si elles sont dans la méme orbite.
Théoréme 2.5. Deuz matrices sont dites équivalentes si elles ont méme rang.

Définition 2.6. (Action transitive)

On dit que 'action ci-dessus est transitive, s’il y a une seule orbite, i.e.
Ve,ye X, dge G, y=g9g-x

Remarque. Les actions transitives se décrivent a partir d’espaces quotients G/ H.

Autre example d’action :

Soient G un groupes et H C G son sous-groupe, alors, G agit sur G/H

v:G—o(G/H)
g ¢(9) (p(g)(zH) = gzH)

est une translation a gauche.
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Proposition 2.7. Soit G agissant sur X, Vo € X, il y a une bijection

[ G/stab(x) — O(x)
g-stab(z) — g-x

telle que les actions de G sur G /stab(z) et O(x) se correspondent, i.e., pour g1,9 € G, x € X,

f(g1 - gstab(z)) = g1 f(gstab(x))

En particulier, si l’action est transitive, il y a une bijection compatible avec les actions de G

entre G /stab(z) et X, ou x € X quelconque.

Remarque. Si x et y sont dans la méme orbite, stab(z) et stab(y) sont des sous-groupes

conjugués de G, i.e. si y = gz, alors,

stab(y) = gstab(z)g ™!
En effet, si h € stab(z), i.e. h-x = x, alors,

ghg™" -y = gh- (g7 gx)
= ghg™" - gz
=g-hx
— gz
=y

alors, ghg™! € stab(y).

De méme, on peut déduire que si h € stab(z), alors g~'hg € stab(y).

Corollaire 2.8. Si GG est un groupe fini et que X soit fini et que G agisse sur X, alors, le

cardinal de toute orbite divise le cardinal de G.

Démonstration. En effet, on a

O(x) ~ G/stab(x)

alors, on a

Gl

0@ = ean @]
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qui divise le cardinal de G. n
Théoréme 2.9. (Equations aux classes)

Soit G un groupe fini agissant sur X qui est un ensemble fini, les orbites forment une partition

de X.

En effet, il y a une relation d’équivalence sur X donnée par :

z~y e Or)=0()
S dgeGy=gx

Soient (O;)ier les orbites distinctes et pour i € I, x; un élément choisi de maniére arbitaire

dans Oy, alors

X1=>_10i

el

_y MG
ey |stab(x;)]|

Définition 2.10. (p-groupe)

Soit p premier, G est un p-groupe, si |G| est une puissance de p, i.e. In € N, tel que
G| =p"
Notation : Si G agit sur X,

X% = {points fixes}
={reXVgeG,g- =21}
={r e X[ |0O(z)] = 1}

Proposition 2.11. Soit G un p-group agissant sur [’ensemble fini X, alors,
1X|=|X% modp

Démonstration. Soient (O;);er les orbites distinctes et pour ¢ € I, on choisit un élément x;

dans O;. L’équation aux classes donne

X = X%y (UOZ)

i>2
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or, on a

Gl

10:1 = |stab(z; )]

qui divise |G|. Et donc si |O;| > 2, ¢’est une puissance non nulle de p, i.e.
pl10il, si]O] =2

Alors, on sait que » -, [O;| est divisé par p, on a donc
X=X+ ) 0]

|Oi[>2

=|X% modp

Corollaire 2.12. (Conséquence)

Soit G un p-groupe, alors le centre de G,
Z(G) ={g € G|VYh € G, gh = hg}
est non trivial. (Evidemment, Z(G) <1 G), i.e.

Z2(G) #{1}, 12(G)] =2

Démonstration. On a

Z(G) ={g € G|Vh € G, gh = hg}
={g€ GIVh € G,h'gh = g}

On considére I'action de G sur lui-méme par conjugaisons, ici
X=G, X%=20)
Donc,

X = 1G]
= |Z(G)| mod p



Alors, on sait que
|Z(G)|=0 mod p

Or,
ec Z(G)=12(G) >1

donc, p divise |Z(G)| et Z(G) est non trivial.

15
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2.1 Formule de Burnside

Théoréme 2.13. Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble fini X, |X| > 2, alors le

nombre N d’orbites :

1 .
N = Gl > |Fia(g)]

geG
ol
Fir(g) ={r € X | g- v = g}

Démonstration. Tout d’abord, on remarque que pour g € G et x € X, on a

g € stab(z) < x € Fix(g)

On considére :

E={(g,z) eGx X |g-z=ux}

= | |{g} x Fix(g)
geG
= |_| stab(z) x {z}
alors, on a
Bl =) |Fix(g)]
geG
=) [stab(z)|

Or, on sait que
G /stab(zx) ~ O(x)

alors,

0@)] = 19 2 jstab(a)] =

stab(x) |O(2)]

alors, on a

) B 1

geG

Soient O1, Oy, ..., Oy les orbites distinctes et pour Vo € X, 3li € {1,..., N} tel que O(z) =
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O;, de plus, on a

ie{l,...,N}
alors,
N
1 1
2 ow~ 2 (2 o7
N
1
= ‘01‘
210
=N
donc,

O

Corollaire 2.14. Soit G un groupe fini agissant transitivement sur un ensemble X fini,

alors, il y a au moins un g € G' qui n'a pas de point fixe.

Démonstration. Ici, par le formule de Burnside, on a

1 )
N=1= > IFis(o)

geG

alors, comme |X| > 2 et

1 :
L= @(IXI + Y [Fix(g)|)

g7e
d’ou dg € G, tel que |Fix(g)| = 0, c’est-a-dire g n’a pas de point fixe. O]
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2.2 Application : sous-groupe finies du groupe SO(3)

Une rotation dans R® donnée par son axe (qui est égale a son ensemble de points fixe) et le

plan qui est perpendiculaire a 'axe.
Dans une base orthonormée convenable, une rotation s’exprime comme
)
1 0 0

0 cosf sinf

0 —sinf cosf

On considére la sphére unité S? C R? et les intersections des axes des rotations avec cette

sphreére.

Soit G C SO(3) un sous-groupes fini, et |G| = n. Vr € G, Paxe de r # e et rencontre S? en

2 points symétriques appelés poles de 7.

Soit P = {poledes r # ¢ | r € G}
Proposition 2.15. G agit sur P

1

Démonstration. Sir € G, r # e et de pole x, —x et que s € G, alors srs™! € G et srs~! est

une rotation dont axe est 'image par s et de ’axe de r.

Donc, prenant l'intersection avec S?, on obtient que s(x) € P pour x € P, alors G agit sur
P. -

Pour =z € P, notons :

G, =stab(z) C G
e, = |stab(z)| = |G|

évidemment, on a2 < e, < n.

Soient k le nombre d’orbites et eq, ..., e les cardinaux des stabilisateurs d’un élément choisi

dans chaque orbite.

Par le formule de Burnside, on obtient

k=2 [Fix(o)]

geG
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de plus, on sait que

g=e, Fix(g)=P
g=r#2, |Fix(g)|=2

alors,

> IFix(g)| = |p| + (n — 1)2

geCG
et on obtient
nk = |P|+2(n—1)
de plus,
k
[Pl =10l
j=1
k
_\"
j=1
ou O4,...,0, sont les orbites distinctes.
Alors, on a
"l
2(n—1)=nk—n) —
- €;
j=1 "
i 1
=1 ’
résultat, on a

(1-0)=20-)

k
=

1

avec 2 < e; < n.

Ce sont les contraintes numériques reliant les e; et n, on va voir que k£ ne peut étre que 2 ou

3 et pour chaque valeur de k, il y a un nombre restraint de possibilité.
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Valeurs de k possibles : Comme 2 < e; < n, on a

1 1 1
—<l1l-—<1-=
2 €; n
alors, on a (on sait que k > 2),
E o 1 1 1
§§;(1_e_)_2(1_ﬁ) <k(1--)
donc, .
k:<4(1—g) <4
résultat,
ke {2,3}
e k=2:

Par le formule qu’on vient de déduire, on obtient :

comme 2 <e; <n,ona

€1 = €2 =N

Alors, chaque orbite est fixée par GG, en conséquence, elle est formée d’un seul élément. Alors,

on sait que
P ={z,—z}

et il existe un seul axe de rotation, donc GG est isomorphe a un groupe fini de rotations planes.

Par conséquent, GG est une groupe cyclique.

Remarque. Les stabilisateurs G; sont toujours des groupes cycliques car ce sont des rotations

ayant un méme axe.

o k=23:

Par le formule qu’on vient de déduire, on obtient :

suppsons que e; < ey < e3, on a nécessairement que e; = 2. En effet, si e;, > 3 pour
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Vie {1,2,3}, on a
1 1 1
—+—+—=<1
€1 ()] €3

¢’est impossible.

Alors, on a
1 1 1 2

es e3 2 n

et on a forcément e, < 3, en effet, si e; > 4, on a que

1 1 1
< -
€9 €3 2
qui est impossible.
oey=2
Dans ce cas, on a
2 1 n
n es 2

il y a 3 orbites et
n
O1] =10 = 5, |0s] =2

Pour x € O3, comme G, = G_,, les cardinaux des orbites de z et —x sont égaux, alors,
O3 = {z,—z}

une seule orbite de cardinal 2 et G, est un groupe cyclique de cardinal 7.
Pour y € Oy, |G| = 2, G, est un groupe cyclique engendré par une rotation d’angle 7.

De plus,
G, NG, ={ld}

et comme G, est un sous-groupe d’indice 2
G, <G

Alors, G = G, - Gy est d’ordre n, c’est le groupe diédral d’ordre n.

Remarque. D, : c’est le groupe des isométres du polygone régulier a n cotés dans le plan qui

est engendré par 2 éléments s et r satisfaisant :
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oey=23:

Comme e; =2 et e = 3, on a

1 _1+2
es 6 n
alors, on obtient
€3<6
*61:2,62:63:32
On a
2 1 1
-t —=—==-=n=12
n €3

dans ce cas, on a

|O01] =6, [0y =|0s] =4

Considérons que G agit dans O, on obtient un morphisme ¢ : G — 0y.

On a ¢ est injectif, en effet, si une rotation fixe 4 points de la sphere, elle va fixer un plan
vectoriel et c’est donc Id. (On a toujours au moins 2 droites vectorielles indépendantes).

Donc, G est isomorphe & un sous-groupe de cardinal 12 de oy4.

|os| = 24. Or, 04 posséde un unique sous-groupe d’ordre 12 qui est Ay : le groupe alterné.
Résultat :

G2A4
xep =26 =3,e3=4:
On a
1+2 ! 1:> 24
J— _ = —_— = - n =
6 n e 4

dans ce cas, on a
|01] =12, |02 =38,|03| =6

Soit x € Oy, alors
G,=G_, = —x€0y
O, est consituée de 4 paires de points opposés : ces 4 points définissent 4 droites.

Comme G agit dans Oy donc G agit sur 'ensemble de ces 4 droites, d’ott un morphisme
w G — oy

On a v est injective (comme ci-dessus), G est alors isomorphe a un sous-groupe de o4, mais
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|G| = |o4|, résultat :
G~ 04
xep =2, =3 €63=09:
Ona 1 2 1 1
-4+ —-—=—=—-=n=060
6 + n e b5 "
On va prouver plus tard que
GZAE)

car il existe un unique groupe simple d’ordre 60 (& isomorphisme prés), c’est As. (On va le

voir plus tard).

Définition 2.16. Un groupe G est dit simple si ses seuls sous-groupes distingués est {e} et

G.

Cette notion ets importante :

Soit G’ un groupe simple, si f : G — H est un morphisme de groupe non trivial, alors f est

injectif.



24 2 ACTION D’UN GROUPE SUR UN ENSEMBLE

2.3 Retour sur quelques propriétés

1. Sous groupe distingué :

Soit G, H, K trois groupes, si f : G — H est un morphisme du groupe et que K 1 G, f(K)

n’est pas toujours distingué dans H, si f est surjectif, alors f(K) est distingué.

Démonstration. Si f est surjectif, pour ¥’ € f(K), h € H, il existe g € G, k € K, tels que
h = f(g) et k' = f(K), alors,

he'h™ = f(g) f(k)f(g)~"
= flgkg™)

comme K <1 G, on sait que gkg~! € K, alors on sait que
hE'h™" = f(gkg™") € f(K)

alors, f(K) < H.
Un contre-exemple :

On sait déja que < a > <1V < A4 mais on n’a pas < a > <1Ay, dans la premiére partie du
texte, alors, on peut considérer un morphisme f : V; — Ay, qui se définit par f(g) = g, alors,

on a < a><V,;, mais, f(<a>) =< a > n'est pas distingué dans Ay. ]

2. 51 K<G, K est une réunion de classes de conjugaison (G agit sur lui-méme par conjugaison :

g+ h = ghg™!, les orbites est les classes de conjugaison.)

3. Sur les théoréme d’isomorphisme, on a vu : pour K C H C G trois groupes, si K <G,
H <1 G, alors (G/K)/(H/K) ~ G/H, isomorphisme du groupe.

Autre situation :

(1) K~G, K CHCG,ona H/K C G/K. L'ensemble des classes de G/K modulo H/K :
(G/K)/(H/K) —G/H

est bijection.
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Démonstration. Si g,¢ € G, alors

gK =¢K mod H/K & 3he H, telque gK =¢K-hK =¢hK
o 3heH, telqueg'dhek
sgldeH
&g =g mod H

(2) K C H C G, les sous-groupes, alors, pour multiplicativité des indices :

6 ] = |G/H| = o

c’est I'indice de H dans G, on a
G: K|]=|G: H|H;K|

Démonstration. On choisit du systémes de représentants des classes a gauche pour G/H, on
prendre gy, ..., g, € G, tels que les classes sont g1 H, ..., g,H.
Pour H/K, on prend hq,...,h, € H, tels que les classes sont h K, ... h,K.

Soit g € G, i € {1,...,n} et h € H, tels que g = g;h, pour ce h € H, 3'j € {1,...,p} et
k € K, tels que h = hjk, ainsi,
g = gihjk

le. g€ gthK

On voit que ces classes sont 2 & 2 distinctes, alors les (g;h;)1<i<n1<j<p forment un systéme

de représentants pour les classes G/ K, alors, on a

G: K]=np=I[G: H|[H; K]

Construction de sous-groupes :

Définition 2.17. Soient G un groupe et H, K ses sous-groupes, alors,

HK ={g=hk|he HkeK}
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est un sous-ensemble de G

Proposition 2.18. HK est un sous-groupe de G < HK = KH.

Démonstration. On a
g=hk € HK = (hk) ' =k'h"' € KH = HK
et pour ¢ € HK, il existe h' € H et K’ € K, tels que ¢ = k'l alors,
g9’ = hkk'h
de plus, comme kk'h € KH = HK, il existe h” € H et k"inkK, tels que kk'h’ = h"k", alors,

g9 = hkE'l
=hh"k" € HK

alors on a aussi le stabilité par produit. O]

Remarque. Cette propriété est vraie si H ou K est distingué.

Si K <G, pour hk € HK, on a
hk = (hkh™ ' )h € KH
alors, HK C KH, de méme KH C HK, alors, on obtient

HK = KH

En général, HK n’est pas un groupe, mais on a la proposition ci-dessous :

Proposition 2.19. Pour le cardinal de HK, on a

|HI K|

HEK|= 2L
K] K N H|

Démonstration. On considére 'action de H sur G/ K.

On sait que G agit (transitivement) sur G/K par translation a gauche et on restreint cette

action a H :
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cette restriction n’est plus transitive. On considére l'orbite de K € G/K : elle est formée de

classes hK, 2 a 2 distinctes et dont la réunion est

HK ={hk | he H k€ K}

Il faut donc compter le nombre d’éléments distincts dans l'orbites de K, mais

hK =WK<h'WeKNnHCH

Ainsi,
hK=hWK<&hKNH=WKNKNH

égalité dans H/H N K, le nombre d’éléments dans l'orbites de K est alors [}ﬂ(, donc,
|HI| K]
HK|= ———
| | |[K N H|

Remarque. Comparer avec la formule pour les espaces vectoriels :

Soient F, ' deux espaces vetoriels d'un espace vectoriel de G, alors,

dim(E + F) = dim(F) + dim(F)

Ici, version mulplicative :

[H||K]

HEK| = 120
K = e m

Remarque. (Rappels)

Soit G un groupe, alors tout sous-groupe d’indice 2 est distingué.

Démonstration. On suppose que H C G un sous-groupes d’indice 2, c’est-a-dire,

|G/H| =2
Alors pour a € G\ H, on a
G/H ={H,aH}

et on a une partition,
G=HUaH
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en considérant 'application g — ¢~! pour g € G, on a aussi
G=HUHa

alors Ha = aH puis H < G. m
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2.4 Théorémes de Sylow

Motivation :

Théoréme de lagrange nous dit que : si H C G est un sous-groupe, alors |H| divise |G].

Cependant, la propriété inverse est fausse :

Exemple. G = Ay, alors |G| = 12, mais G n’a pas de sous-groupe d’ordre 6.

Situation marche :

Lemme 2.20. Soit G un p-groupe, ou p est un nombre premier et |G| = p". Alors, Vi €
{1,...,n — 1}, G posséde un sous-groupe d’ordre p'.

Démonstration. On démontre par récurrence sur n.

On a vu que le centre de G, Z(G) est non trivial. Soit g € Z(G) un élément d’ordre p®, alors

""" est d’ordre p. Le sous-groupe < ¢** ' > engendré par ¢?"  est cyclique d’ordre p, et

de plus, il est distingué car g € Z(G).

On considére :

a—1

Gl::G/<gp >

1

alors (G est un sous-groupe de cardinal p"~, auquel on peut appliquer une hypothése de

récurrence.

VB3 e {l,...,n—2}, I3H C G, un sous-groupe de cardinal p”. Pour I'application :

m:G— Gy

g—9g
7~ '(H) est un sous-groupe de G de cardinal |H| - p :
7Y H)/kerm ~ H

d’ott 771(H) d’ordre pPtL. O

Définition 2.21. Soient G un groupe fini et p un premier tels que p | |G|, on écrit :
|G| =p™-m

avec p { m.

Un p-sous-groupe de sylow de G (on dit p-sylow) est un sous-groupe de G de cardinal p®.
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Théoréme 2.22. Soient G un groupe et p un nombre premier, si p | |G|, alors G posséde au

moins un p-sylow.

Corollaire 2.23. Si p | |G|, |G| = p* - m avec m Ap = 1, alors V3 < a, G posséde un

sous-groupe d’ordre 3.

On montra le théoréme plus tard.

Exemple. Soient p un premier et F, = Z/pZ un corps. Soit G un groupe classique
G =GL,(F,) C M,(F,)
G est un groupe fini et

Gl=@" —1)@"—p)- " —p"")
n(n—1)

=p 2 (-1 -1)---(p—1)

En effet, si g € G est une matrice inversible, i.e., les vecteurs colomes forment une base, tout

revient a compter le nombre de bases de F}.
1°" vecteur : comme |F}| = p", donc on a p" — 1 possibilités.

2¢ vecteur : on compte le nombre de vecteur qui n’appatient a Fje;, ou e; est le premier

vecteur qu’on vient de choisir. Il y a donc p™ — p possibilités.

3¢ vecteur : on choisit ce vecteur dans F?\le plan vectoriel engendré par les 2 premiers, il y

a alors p" — 2 possibilités.

(k + 1) vecteur : il est choisi dans F}; privié¢ de I'espace vectoriel de dimension & engendré

par les k premiers vecteurs, d’ott p” — p* possibilités.
Ainsi,
GLu(Fp)| = (" = D" —p) - (" = ")

n(n—1)

=p = (-1 -1)---(p-1)

alors, on a
n(n —1)

|GL,(F,)| =p®-m, aveca= 5
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: . n(n—1)
En outre, il faut trouver un sous-groupes de cardinal p~ = :

1
ilya @ termes strictement au dessus du diagonale, donc,
n(n—1)
|S| = p 2

S est un p-sylow de GL(F))

Lemme 2.24. Soient G un groupe et p un premier, |G| = p® - m, p{m, on suppose que S
est un p-sylow de G. Soit H C G un sous-groupe. Alors Ja € G, tel que aSa™' N H est aussi

un p-sylow.

Remarque. Va € G, aSa™" est aussi un p-sylow.

Démonstration. (preuve du lemme)
On considére G/S est I'action transitive de G sur G/S. On le restreint & H.

Rapple : comme S = stab(S), on a
aSa~' = stab(aS)
donc, on a
aSa~'' N H = staby(aS)

stabilisateur dans H pour 'action de H.

Remargue. Dire S est un p-syloe de G, c’est-a-dire : S est un p-groupe et [G : S] = |G/ S| est

premier avec p.

Ainsi, pour avoir un p-sylow de H, on cherche a € G, tel que [H : aSa~' N H] est premier

avec p, comme
aSa~'' N H = staby (aS)

on sait que [H : aSa~' N H] est le cardinal de I'orbite de aS sous l'action de H.

Il faut voir qu’il existe une orbite de H dans G/S dont le cardinal est premier avec p.
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Or |G/S| est premier avec p est G/S est le réunion disjointe d’orbite. Si on avait que p divise

les cardinaux de toutes les orbites, il diviserait aussi |G/S|, ¢’est impossible. O]
Preuve du thm de sylow :
Soient GG un groupe et p un premier, |G| = p®m, p{ m.

Proposition 2.25. 3 un morphisme de groupes injectif : G — G L, (F)).

Démonstration. (1) On dispose du théoréme de Cayley, il existe un morphisme injectif ¢ :

v:G— o,

(2) Pour VK un corps, on a un morphisme injectif :

on — GL,(K)

oc— P,

ou P, est une matrice de permutation, dans la base canonique :
Pa(ei) = €o(3)

Ainsi, G est isomorphisme avec un sous-groupe de GL,,(F,) et on peut appliquer le lemme. [
Théoréme 2.26. (Sylow)

Soient G un groupe et p un premier, |G| = p*m, ptm.

(1) St H C G est un p-groupe, alors il existe un p-sylow de G contenant H.

(2) Tous les p-sylow de G sont conjugués et donc leur nombre k divise |G|. En particulier,

G posséde un unique p-sylow < il y a un p-sylow qui est un sous-groupe distingué.

(3) Le nombre k de p-sylow satifait o :
k=1 modp

(donc k | m).

Démonstration. (1)H est un p-sous-groupe de G et fixons S un p-sylow de G.



2.4 Théorémes de Sylow 33

D’aprés le lemme, Ja € G, tel que aSa ' N H C H est un p-sylow de H. Mais H est son
propre p-sylow, alors,

aSa*NH=H
i.e. HC aSa ! et aSa™! est bien un p-sylow de G.

(2) Soit S’ un autre p-sylow de G et on applique (1) & S :
Jac G, S CaSa?

en fait, S’ = aSa~! a cause de leurs cardinaux égaux.

Alors, tous les p-sylow de G sont conjugués et G posséde un unique p-sylow < il y a un

p-sylow qui est un sous-groupe distingué.

(3) Soit X un ensemble :
X = {p-sylow de G}

sur lequel G agit par conjugaison avec une seule orbite et on a

k= |X]|

Soit S un p-sylow, qu’on fait agit par restriction sur X. L’équation aux classes pour les
p-groupes donne :
|X| =|X®] modp
On a S € X% et on va montrer que | X°| =1, i.e. X% = {S}.
Soit T € X, alors Vs € S, sTs™! = T. Soit H le sous-groupe de G engendré par S et 7.

Comme sT's™' =T, pour Vs € S, on a que T'<1 D. De plus, S et T sont des p-sylows de H.
Mais comme 7' <1 D, d’aprés (2), c’est 'unique p-sylow de H, d’'ou S =T.

En résumé, | X% =1 et
E=|X|=|X°=1 modp

2.4.1 Application : simplicité, non simplicité selon le cardinal du groupe.

Exemple. Soit G un groupe d’ordre 63, alors G n’est pas simple.
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En effet, 63 = 3% x 7, on regarde les 7-sylow :

=k=1

k=1 mod?7
k|9

il existe un unique 7-sylow, donc distingué.

Alors, G n’est pas simple.

Exemple. Soient G un groupe d’ordre 48, alors, GG n’est pas simple.

Démonstration. On a 48 = 2* x 3, on utilise que G agit sur les p-sylow, oil p = 2 ou 3.

Si k est le nombre de p-sylow, ceci donne un morphisme ¢ : G — oy, et ker p < G. Si |G| ne
divise pas k!, alors ¢ ne peut pas étre injectif, d’ou ker p # {e}.

lei, p=2, k|3, k=1ou3.

e Si k=1, le 2-sylow est distingué.

e Si k = 3, on a un morphisme ¢ : G — o3. Comme |o3] = 6, ¢ n’est pas injectif. Alors
ker ¢ <1 G.
En somme, G n’est pas simple. ]

Proposition 2.27. Soient G un groupe, N Q G, P un p-sylow de G. Alors, PN/N est un
p-sylow de G/N et PN N est un p-sylow de N.

Démonstration. On a tout d’abord,
[G/N : PN/N] =[G : PN]

PN/N est I'image de P dans G/N et

(G/N)/(PN/N) ~ G/PN

Comme P C PN C G, on sait que

[G: P|=[G:PN]|[PN : P|

alors, comme [G; PN] divise [G : P], p ne peut pas diviser [G : PN].
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De plus,
PN/N ~ P/PNN

qui est bien un p-groupe, alors, PN/N est un p-sylow de G/N.

On a
[N:PAN]=[PN: P]

|P[[N]

PRES
ey ot

car on a vu |PN| =
pt[PN : P]

alors, PN N est un p-sylow de N.

35
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3 Rappels et compléments sur les groupes symétriques

Notons o, le groupe symétrique et A,, C o, le groupe alterné, alors, A,, = kere, ou ¢ : 0, —

{(£1}.

3.1 Générateurs

Définition 3.1. Soit k un entier tel que k < n, un k-cycle et une permutation de la forme

suivante : iy, ..., distincts dans {1,...,n}, le cycle associé est la permutation :
o= (i1,...,10)
telle que
o(iy) =g, o(iz) =13, o(ix) =11
et sijé {ir,...,ix}, 0(j) =7
Définition 3.2. Le support de cycle est {iq,1s,..., 0}
Théoréme 3.3. (Générateurs)

(1) o, est engendré par les transposition,

(2) A, est engendré par les 3-cycles.

Démonstration. (1) On regarde les points fixes.

Si o € 0, a n points fixes, o = Id.

Si o an — 1 points fixes, o = Id.

Si o an — 2 points fixes, o est une transposition.

On fait une récurrence fini sur n — le nombre de points fixes.

Soit 0 € 0,, 0 # Id, 3i € {1,...n}, tel que
oli)=j#i
Soit ¢’ = (ij) o o, alors o’(i) =i et

ok)y=k=d(k)=k
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car si (i) = j, o(j) #
Donc, ¢/ a un point fixe de plus que o, alors, par récurrence, o’ est le produit de transposition,

comme o = (ij)o’, o l'est aussi.

(2) On sait que e(transposition) = —1, donc A,, est engendré par les produits de 2 transpo-

sitions. Comme on a
(i) (k) = (ijk)

et si 1,7, k, [ distincts, on a
(27)(kl) = (if) (7k) (k) (kL) = (ijk)(ikD)

En résumé, A, est engendré par les 3-cycles. [
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3.2 Propriétés importantes

Proposition 3.4. Dans o, les k-cycles sont conjugués :

Si 0,0’ sont deux k-cycles, alors,

! —
Irco, o =r1or!

Démonstration. On a que pour 7 € oy,

7(iv, ..., i)7T = (7(i1), ..., 7(ix))

O

Proposition 3.5. Dans A, sin > 5, les 3-cycles sont conjugués.

Démonstration. Deux 3-cycles sont conjugués dans o,, mais dans le cas ou o(abc)o™! =

(a'b'd) et que (o) = —1. Comme n > 5, Je’,d" ¢ {a',V, '} et € #d,

(eld/)(alb/cl) (eldl) — (alblcl)
alors, on pose
o= (dd)o € A,
et on a
G(abe)g™ = (a'b'c)

O

Remarque. Sion a un sous-groupe distingué de A,, qui contient un 3-cycle, alors, il les contient

tous, et donc il est égal & A,,.

Proposition 3.6. Il existe un unique morphisme de groupe non trivial o, — C*, c’est la

signature €.

Démonstration. Soit ¢ : g, — C* un tel morphisme.

Alors, si 7 est une transposition, alors 72 = e, alors

@(7_)2 =1, 790<T> € {:i:l}

ainsi, ¢ est a valeur dans {F1}.
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Comme ¢ est non trivial, alors
37 transposition, (1) = —1

sinon, comme o, est engendré par les transposition, ¢ est toujours égal a 1.

Comme de plus les transpositions sont conjugué dans o,
V7 transposition, ¢(7') = —1
(on utilise ici que C* est commutatif.)

Ainsi, ¢ = €. [l

Décomposition en produit de cycles a supports disjoints :

Théoréme 3.7. Soit 0 € 0, il existe des cycles ¢y, ..., c,. & supports 2 a 2 disjoints, tels que

o=c1--- ¢, de plus, cette composition est unique a l’ordre prés des facteur.

Démonstration. Tous d’abord, on observe que comme les supports sont disjoints,

Vi,je{l,...,r}, ccj=cjq

Soit o € 0, on regarde le sous-groupe < ¢ > de o, engendré par ¢ et l'action de ce sous-

groupe sur {1,...,n}, on considére les orbits Fy, ..., F,.

Soit k € Fy est s le plus petit entier tel que o4(k) = k, alors, k,o(k),c?(k),...,0° (k) sont

distincts, sinon,

alors on a

mais j —¢ < s — 1 impossible.

Alors, on a

Fy={k,ok),...,0c5 (k)}

sipeN,p=sqg+ret0<r<s—1, alors,
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Dans lorbite Fy, o agit comme un cycle (k,o(k),...,0% *(k)). On obtient ainsi un cycle
pour chaque orbite, dont 'orbite est exatement le support et o est le produit des cycles ainsi
obtenus. O

Conséquence : déspription des classes de conjugaison dans o,,.

Proposition 3.8. Deux permutations o et o' sont conjuguées dans o, si et seulement si
Vk € {1,...,n}, elles ont le méme nombre de cycles de longueur k dans leur décomposition

en produit de cycles a supports disjoints.
Remarque. La longueur d’un cycle est le cardinal de son support.
Démonstration. Soit 0 = ¢q - - - ¢, produit de cycles a supports disjoints, alors
Vr €o,, tort=(rar ) (rear ) (te Y
on a vu que chaque 7¢;77! est un cycle de méme longueur que ¢;. de support l'image par 7
du support de ¢;.

nversement, si o = ¢y ---¢. et o' =} -+, av ngueur de ¢; = ngueur de ¢;.
Inversement, s et o' = ' avec la longueur de la longueur de ¢

On construit une permutation 7 envoyant le support de ¢; bijectivement sur le support de ¢}

en respectant ’ordre.

Comme les supports sont disjoints, de réunion {1,...,n}, 7 est bien une bijection. ]

Remarque. Les cycles de longueur 1 sont les points fixes.

Conséquence : 'ordre d’une permutation est le ppcm des longueurs des cycles de sa décom-

position.

Remarque. Si c est un cycle de longueur k, alors, g(c) = (—1)F1.
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3.3 Questions de simplicité
Théoréme 3.9. Pour n =4, A, est un groupe simple.

Démonstration. Pour n = 4, A4 n’est pas simple, car il contient le sous-groupe distingué :

V ={e, (12)(34), (13)(24), (14)(23) }

Pour n =3, on a
As ~7,/37
alors Aj est simple.
Cas crucial : n = 5.
Simplicité de As : |As] = 60. On va tout d’abord calculer les ordres de ses éléments :
e ¢ : d’ordre 1.

e Produits de 2 transpositions & support disjoints : 5 choix pour le points fixes et on a 3
possibilités pour décomposer (%C’f), d’ou 15 éléments d’ordre 2.

e Eléments d’ordre 3 : 3-cycle, support C2 (2 ¢léments sont fixées et les 3 autres permutes

circulairement), et ensuite comme si o = (abc), alors 02 = (acbh), il y a donc 20 éléments

d’ordre 3.

e Eléments d’ordre 5 : 5-cycle, en fixant 1 au premiére position (par exemple, (i1, ia, i3, i4,15) =
(1, a0, i3, g, v5) ), on peut choisir am, g, oy, a5 par harsard, alors il y a 4! = 24 éléments
d’ordre 5.

On a obtenu tous les éléments de As : 1+ 15 + 20 + 24 = 60.

On a:
e Tous les 3-cycle sont conjugués (on a déja vu).

e Tous les éléments d’ordre 2 sont conjugué : en effet, soit o = (ab)(cd)(e) et o’ = ('V')('d’)(€)
les deux telles éléments, alors,

Ir€os, 10T l=0

sie(t)=—1,ona

(d'V)o'(d'b) =o', (db)T € As

e Les 5-cycles ne peuvent pas étre conjugué car 24 1 60, cependant 60 = 2 x 3 x 5, les 5-cycles

engendrent chacun un groupe cyclique d’ordre 5 qui est un 5-sylow.
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Soit H < A5, H 7£ {6}

Si H contient un élément d’ordre 2, il les contient tous, idem pour les éléments d’ordre 3.
Comme les 5-sylow sont conjugués, si H contient un élément d’ordre 5, il contient le 5-sylow

engendré par cet élément et donc tous les 5-sylows, donc H contient tous les éléments d’ordre
5.

De plus, H ne peut pas contenir qu’'un seul type de ces 3 types d’éléments car ni 25 = 2441,
ni 21 =20+ 1, ni 16 = 15+ 1 ne divise 60. Donc il contient au moins 2 des 3 types, donc, on
sait que

|[H| > 1+ 15+20 =36

et comme |H| | 60, |[H| = 60, alors H = A;.
Cas général : on se rameéne au cas n = 5.

Si H <A, (ici, n > 6). H # {e} a partir de 0 # e dans H, on construit un autre éléments

o’ de H qui aura au moins n — 5 points fixés et o’ # e.
Si F' = complémentaire de 1’ensemble des points fixes de o', |F| < 5 (qu’en peut supposer
égal & b).

On considére Ap le sous-groupe des permutations paire fixant le complémentaire de F', alors,

comme |F| =5, on sait que

De plus, on sait que
H<A,= HNAr < Arp

et on a

o€ HNAp = HN Ar # {e}

Comme Aj; est simple, on a H N Ar = Ap, en particulier H contient les 3-cycles de Ap.
Comme les 3-cycles sont conjugués dans A,,, H contient tous les 3-cycles et H = A,,.
Ainsi, on s’est ramené a construire o’

On dispose de o # e dans H.

Idée :

Vr €Ay, tor ' e H= 10t o =7(or o) e H

1

si 7 a beaucoup de points fixe, o7 !0 ! aussi et le produit certainement aussi.
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Il faut choisir convenablement 7 en fonction de o.

On sait que o # e, alors,
dae{l,....,n}, b=o(a)#a

Soit ¢ € {1,...,n} avec ¢ ¢ {a,b,0(b)} (on a que n > 5. On pose
7 = (ach) = 7 = (abc)

donc,

o' =710 0! = (ach)(o(a)o(b)o(c))
comme o(a) = b, on sait que
F={a,b,c,0(a),o(b),o(c)}

a au plus 5 éléments et o~ ! fixe le complémentaire de F.

On a o’ # e car on a
a'(b) =7o(b) #b

car o(b) #771b) = c. O

Théoréme 3.10. Soit G un groupe simple d’ordre 60, alors G ~ As

Démonstration. Soit H un sous-groupe d’indice n, alors G agit sur G/H, d’ott un morphisme :
v :G— o(G/H)
comme G est simple, alors ¢ est injectif. Alors, on sait que
Gl [ n!

d’ott n > 4 car 4! = 24.

e Si GG a un sous-groupe d’indice 5, alors G < o5, comme |o5| = 120, G sera d’indice 2 dans
o5, donc G < o35, alors,
G ~ A5

e On suppose que G n’a pas de sous-groupe d’indice 5.



44 3 RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR LES GROUPES SYMETRIQUES

o On regarde les 5-sylow de G : le nombre :
ks=1 modb, k|12
comme G simple, k5 = 1 impossible, alors, on sait que
ks =6

d’oul 24 éléments d’ordre 5.

o On regarde les 2-sylow : leur nombre divise 15. Comme ils sont conjugués, leur nombre est

I'indice du stabilisateur de I'un d’eux.
Comme on suppose : pas de sous-groupe d’indice < 5, ce nombre est 15.

Soient S7, Sy deux 2-sylows et S7 # Ss, alors

Sl ﬂSQ == {6}

Sinon, on a S1 NSy = {e,u}. Or S; et Sy sont abéliens, on regarde le centralisateur de w :
C(u) ={g € G| gu=ug}

alors, on a

S1 C C(u) =41 |C(u)]
Comme Sy, Sy C C(u), on sait que |C'(u)| > 6, de plus |C'(u)| | 60 et son indice > 5, alors
Cu) =G

donc, u € Z(G).

Or, Z(G) est distingué, alors, Z(G) = {e}.

Donc les 2-sylow ne se rencontent qu’en {e}.

On obtient ainsi 15 x 3 = 45 éléments d’ordre 2 ou 4 : contradiction avec |G| = 60.
Conclusion : GG doit contenir un sous-groupe d’indice 5.

En résumé,

GZAE')



3.4 Quelques conséquence de la simplicié de A, 45

3.4 Quelques conséquence de la simplicié de A,

Proposition 3.11. Soit n > 5, alors les seuls sous-groupes distingués de o, sont {e}, A, op,.

Démonstration. Soit H < o, H # {e}.

Alors, comme on a

HNA, <A,

on a
HnNA,=A,ouH=o0,

e Si HN A, = A,, alors,
A, CH=H=A,ouH=o0,

e Si HN A, ={e}, soit ¢ : g, — {£1} la signature, alors comme
kere|g = HN A, = {e}

on sait que ey est injective, alors,
|H| =1ou?2

Si |H| =2, alors H = {e,u} avec e(u) = —1, alors,
H<o,=Vr€0, turleH

1

on sait que Tur ! # e car u # e, donc TuT ! = u et Tu = uT, ainsi u € Z(0,).

Mais Z(o,) = {e}, contradiction. En effet pour o € Z(0,), on a

(ij) = olij)o—" = (o), 0(j))

donc o (i) € {i,j} pour Vj # i, alors,

o(i) =1

Proposition 3.12. Soit H C o,, un sous-groupe d’indice n, alors H ~ o,_1.

Démonstration. e Pour n < 3, clair.
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e pour n =4, |H| = 6, alors,
H ~7Z/6Z ou H ~ o5

mais H ~ 7 /67 impossible car o, n’a pas d’éléments d’ordre 6.
On suppose que n > 5.

On considére 'action de o, sur o,,/H, d’ou un morphisme
¢ 0y = 0(0,/H) ~ 0y,

comme ker ¢ < 0, on a que ker ¢ = {e}, A, ou o, (proposition précédente).

De plus, on a

ker o = m gHg™!

geG

car le stabilisateur stab(gH) = gHg ™.
Ainsi, ker ¢ C H et donc ker p = {e}, alors ¢ est injectif et méme bijective.

H agit dans o, /H et il est de stabilisateur de H € o0,/H. Par ¢, il se transforme en le

stabilisateur d’un élément et donc, il est isomorphisme a o,_1. O
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3.5 Sous-groupe dérivé

Définition 3.13. Soit G un groupe, le sous groupe dérivé de G, noté D(G) ou [G : G, est

le sous-groupe engendré par les commutateurs ghg~*h=!, g,h € G.

Notation : [g, h] = ghg™'h™!.

Attention : les [g, h] ne forment pas un sous-groupe a priori.

Proposition 3.14. D(G) < G

Démonstration. Pour x,g,h € G, on a

V= [zgz™ ! wha™ ]

(g, hlz~
comme D est engendré par ces éléments, on sait que

DG

]

Remarque. (1) Si A un groupe abélien, f : G — A un morphisme de groupes, alors D(G) C
ker f, en effet

flghg™'h=") = f(g)f(h)f(g~") f(h™)

=€

ainsi, f se factorise a travers D(G).

| 5

G/D(G)

(2) G/D(G) est un groupe abélien, c’est le plus gros quotient abélien de G.

D(G) est méme caractérisé par cette propriété de passage au quotient pour les morphismes

vers un groupe abélien.

Proposition 3.15. Pour n > 5, D(A,) = A,, pour n > 2, D(o,) = A,.
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Démonstration. Comme A, = kere ot € est la signature, on a

D(A,) C D(o,) C A,

Pour n > 5, D(A,) < A,, et D(A,,) # {e} car A, n’est pas abélien, alors,

D(A,) = D(0,) = A,
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3.6 Sous groupes finis de SO(3) : fin

Il reste a voir le cas ot e; = 2,e5 = 3,e3 = 5,n = 60.

Orbites : |O;] = 30, |O2| = 20, |O5] = 12.

Siz € Oy, alors G, = G_,, puis —x € O; car c’est le seule orbite de cardinal 30.
De méme pour les autres.

Les poles opposés sont donc dans une méme orbite et on obtient :

15 axes de rotations pour O; d’angle 7 (ordre 2).

10 axes de rotations pour O, 10 groupes cyclique d’ordre 3.

6 axes de rotation pour Oz, donc 6 groupes cyclique d’ordre 5.

De plus, pour chaque orbite, les stabilisateurs sont conjugués, donc tous les groupes cycliques

de méme ordres sont conjugués.
On a ainsi :

1 élément d’ordre 1

15 éléments d’ordre 2

20 éléments d’ordre 3

24 ¢éléments d’ordre 5

On a alors tous les éléments de G.
Montrer que GG est simple :

Soit H <G, H = {e}, si H contient un éléments d’ordre 5, il contient le sous-groupe cyclique
qu’il engendre et donc ainsi tous les groupes cycliques d’ordre 5 (H <1 G), d’ott 25 éléments
dans H

De plus, |H| | 60, H contient aussi un élément d’ordre 2 ou d’ordre 3, alors,

|H| =60, H=G

De méme, si H contient un élément d’ordre 2, alors il les contient tous, plus |H| > 16, donc
|H| € {20,30}, puis 5 | |H| et H contient un élément d’ordre 5, situation au-dessus.

Cas restant, |H| = 3, impossible car H devrait contenir tous les éléments d’ordre 3.
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Conclusion :
G~ A5
Retour sur le cas : ey = 2,e; = 3,e3 = 4,n = 24,
On a |Oy] = 8, si x € Oy alors —x € Oy, d’ou 4 droites déterminées par les éléments de Os.

g(—x) = —g(z), alors G agit sur I’ensemble de ces 4 droites, d’otl une application :

v G — oy

Montrons ¢ injectif :

Soit g € ker ¢ : g fixe les 4 droites et la restriction de g & chacune des droites est Id ou —Id,

alors on a

g=1d
sur R3.

Les poles de g ne sont pas dans O,, car les stabilisateurs d’éléments de O, sont d’ordre 3,

donc 'axe de g n’est pas parmi les 4 droites, donc,

2€0y=g(z2)=—2

Pour h € G, comme ker ¢ <1 G, alors
hgh™" € ker ¢
et hgh~! vaut —Id sur les 4 droites, donc son axe est le méme que celui de g, i.e. I'ensemble

des poles de g est stable par GG. Impossible car il n’y a pas d’orbite de cardinal 2.

Ainsi, ¢ est injectif et on a

G20'4

Remarque. Ces sous-groupes se réalisent comme groupe d’isométries stabisant les polyédres

réguliers.

Exemple. Pour o4, considérons le cube dans R3, G le groupe des isométries stabiliseur de

cube permute les 4 grandes disgonales et ceci donne un isomorphisme avec oy.
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4 Produit semi direct

Suite exacte de groupes :

{0} N—>M-"L>p {0}
ou N, M, P sont trois groupes, ¢ est injectif, p est surjectif, Imi = kerp, et on a

i(N) <M, P~ MJi(N)

On se demande dans quelles conditions cette suite est scindée, i.e. s : P — M un morphisme
de groupes, tel que

pOSZIdP

Si un tel existe, P; := s(P) est un sous-groupe de M, et le morphisme :
plp : Ph— P
est injective, car si p; = s(x) € P; et p(p1) = e, alors,
z=pos(x)=e=p =sx)=e
i.e. on a un sous-groupe P; C M, tel que

plp : P1;>P

De plus, on peut montrer que

leN:{e}, M:NP1:P1N

Siz e PPNN,alors dp € P, x = s(p) et e = p(x) = po s(p) = p, alors z = e. (En effet, on a

déja montrer que p|p, est injective et P, N N = ker p|p,.)

Sim € M, alors p(m) € P et m' = sop(m) € Py, alors

p(m’) =posop(m)=p(m)
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et alors
m'~'m € kerp = N(=i(N)) =m € PN

alors M = PN car PPN C M. De méme, M = NP; (ou on peut le voir par le fait que
N aM).

De plus, comme N(=i(N)) est distingué, P; agit sur N par conjugaison :

reP, xmx ‘€N, VmeN

Alors, f: P — Aut(N) groupe des automorphismes de N et pour z € Py,

f(z): N = N

n— rnx

on retrouve la loi de groupe de M a partir des lois de N, P; et de f.

En effet, 'application

p:NxP—-M

(n,z) = nx
est bijective. Et pour n,n’ € N, x, 2’ € Py,

nzn'z’ = n(zn'z™Haz’, zn/zt €N

Si on munit N x P; de la loi :

(n,z) - (n,2) = (n- f(z)(n'), z2’)

¢ devient un isomorphisme de groupes.

Ceci sous entend :

Proposition 4.1. L’application

(NxP)x(NxP)—NxP
((n, ), (n',2")) = (nf(z)(n'), z2")

munit N X Py une structure de groupe.
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Définition 4.2. N x P; muni de cette structure de groupe est appelé produit semi-direct de
N par P; via f.
Notation : N x; P;.

Cadre : 2 groupes N, P, un morphisme f : P — Aut(N).

Démonstration. (de la proposition).

Il faut vérifier 'associativie, on utilise que f est un morphisme. n

On a ainsi une construction générale, ce qui nous y a conduit indique que :
avoir une suite exacte scindée équivaut & avoir sur M une structure de produit semi-direct.

En effet, si M = N x; P, alors on constate que le groupe
N ={(n,e) |n€ N}

est un sous-groupe distingué (isomorphe a N), que le groupe
P ={(e,z) |z € P}

est un sous-groupe de M (isomorphe & P;) et que l'action de P, par conjugaison sur N est

essentiellement donnée via f.
Pour z € P;,n € N, on a

(e;)(n.e)(e,x) " = (f(x)(n),e)

le produit semi-direct rend I’action de P; par automorphismes de N comme une action (de

Pp) par automorphismes intérieur (sur V).
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4.1 Situations typiques et exemples

Soient M un groupe, NN, P ses sous-groupes tels que :
(1) N < M.

(2) NN P = {e}.

(3) M = NP = PN.

Alors, M ~ N x; P pour un certain f.

En effet, N <« M, P agit par automorphisme,

f: P — AutN

x> (n > onzt)

et laloide M = NP est

nan'z’ = n(zn'z™ )z’

Exemple. (1)
{1} — A0 —>{£1} — {1}

Si 7 est une tranposition, P = {Id, 7}, alors,

o, = A, X P
P est obtenu par relévement :
s:{£l} = o,
1—1Id
1=

La suite exaxte est scindée.

(2) Soit K un corps et on considére GL,(K), on a

{1} —= SL,(K) — GL,(K) 2> K* —= {1}

SL,(K) = ker(det).
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La suite exaxte est scindée :

A
1
A
1
Alors,
GL,(K) ~ SL,(K) x H

ou

A

1
H={ _ [re K"}

(3) Groupe diédral
On regarde dans le plan euclidien.

On considére le polygone régulier & n cotés, p,, et le groupe des isométries préservant p,,.

2km

Il y a les rotations d’angles =™, k € {0,...,n—1} et les symétriques par rapport aux droites

passant par 0 et un sommet ou un milieu des coté.
On appelle D,, ce groupe,

Le groupe des rotations est cyclique d’ordre n et distingué (donc isomorphe & Z/nZ).

{0} —Z/nZ D, % {41} 1
Si s € D, symétrie, P = {Id, s} agit sur Z/nZ, alors,
D, ~Z/nZ x 7/27

Si r est une rotation, alors srs! = r71,

Cas particuliers :
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Soit N, P deux groupes, f : P — Aut(N), et pour N x; P :

(n,p) - (n',p) = (nf(p)(n'), pp')

e Si N X P est un produit direct, f(p) = Id, Vp (action triviale).
e Des morphismes f et g différents peuvent donner des produit semi-directs isomorphes.
Deux situations :

(1) Les actions f et g se correspondent par un automorphisme de p,

P
“l /
P
oua € Aut(P) et goa = f.
Alors,

N x;P— Nx,P

(n,p) = (n, a(p))

est un isomorphisme de groupe.

Appelons ¢ cette application, on a

@((n,p) s (n',p) = e(nf(p)(n), pp’)
= (nf(p)(n'), a(pp))
= (ng o a(p)(n), a(p)a(p’)
= (n,a(p)) -y (n', a(p"))

(2) Soit h € Aut(N), alors on peut considérer I'automorphisme intérieur de Aut(N) défini
par h et si f: P — Aut(N), on a une autre action g :

g: P — Aut(N)
p— hf(p)h™"
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Proposition 4.3. N x; P~ N x, P via :

0:Nx;P— Nx,P
(n,p) = (h(n),p)

Démonstration. Exercice.

o7
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4.2 Automorphismes de (Z/nZ,+)

Ceci conduit a s’intéresser aux groupes d’automorphismes d’un groupe donné.

(Z/nZ,+) est engendré par 1, on connait tous ses générateurs.

Proposition 4.4. Les générateurs de (Z/nZ,+) sont les s ot s € Z et s A\n = 1. (Ce sont

donc ezactement les éléments inversibles de 'anneau Z/nZ).

Leur nombre : ¢(n), fonction d’Euler.

Proposition 4.5. Aut(Z/nZ) ~ (Z/nZ)x le groupe des éléments inversible pour le produit.

Démonstration. Si u € Aut(Z/nZ), v complétement déterminé par u(1) qui doit étre un

générateurs u(1) € (Z/nZ)*.

On voit que I'application :

Aut(Z/nZ) — (Z/nZ)*

u— u(l)

est un morphisme.

En effet,
u(5) =u(l+---+1) = 5u(l)

et pour u,v € Aut(Z/nZ), on a
uov(l) =u(l)v(l)

On déterminera la structure du groupe (Z/nZ)*.
Structure de (Z/nZ)*

Rappelle : lemme chinois : sin = pi* - - - p?7, p; des premiers distincts, alors 3 un isomorphimes
d’anneaux : .
z/nz~ [[(2/p2)
i=1

d’ot un isomorphisme de groupe :

(Z/nZ)* H Z/p7)*
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Proposition 4.6. Si p est un premier, alors
(Z/pZ)" ~7/(p —1)Z
plus généralement, si F' est un corps fini de cardinal q, alors
" ~7Z/(q—-1)Z

Démonstration. |F*| = q—1. Soit z € F*, d’ordre d | ¢—1, 2% = 1, tout élément y du groupe
cyclique < z > est tel que y¢ = 1.

Ainsi, le polynome X?¢ — 1 € F[X] a exactement pour racines ces y et ce sont ses seules

racines, ceci signifie que F™* posséde un unique sous-groupe cyclique d’ordre d.
Soit N(d) le nombre d’éléments d’ordre d de F™.

On a : N(d) vaut 0 ou ¢(d) (¢ est la fonction d’Euler). De plus, on a

> wd)=q—1= Y N(d)

dlg—1 dlg—1

alors, on sait que

En particulier, N(¢ — 1) = p(¢ — 1) > 1. ]
Rappel : on peut calculer le cardinal :

(Z/p°Z)*| = o(p*) = p* ' (p— 1)

Théoréme 4.7. Sip > 3 et a > 2, alors,
(Z/p°Z) = Z/p* " (p—-1)Z

Démonstration. On va chercher dans (Z/p®Z)* un élément d’ordre p®~! et un élément d’ordre
p—1 O

Lemme 4.8. §i k € N*, alors
(1 +p)" =14 Mt

avec A # 0, premier avec p.
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Démonstration. Par récurrence sur & :

k=1:
(1+p)P =1+Cop+Cop>+---+p

ona:Sil<r<p-—1,p|C;Sir>27p*|Cyp"
Comme p > 3, p* | p*, donc,
(L+p) =1+p" +up’
=1+ p*(1+ up)
ol on note A = 1 + up.

Si c’est vrai pour k : (1 + p)pk =14 \pF*! alors,

(1 +p)pk+1 = (1+ )\pkﬂ)p
p—1
=14+ ZO;)\rpr(k—i-l) + )\ppp(k-‘rl)

k=1

k+2

pour 7 = 1, \pF*2 et pour r > 2, p**3 est en facteur, alors

(14 p)""" =14 "2\ + up)

Conséquence :

1 + p est d’ordre p*~! dans (Z/p*~'Z)* :

(14+p"  =1+Ap*=1 mod p*
(1 +p)pa72 =14+ Xp* ' #1 mod p®

Remarque.

Z 7./

| <

Z]p*Z
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¢ est un morphime surjectif, d’ott un morphisme :
v (Zfp L)t — (Z/pL)* ~Z[(p — 1)Z
surjectif.

Soit x € (Z/p*Z)* tel que ¥ (x) engendre (Z/pZ)*. Alors, p — 1 divise 'ordre de z. Ainsi,

dans le groupe cyclique engendré par z, il y a un élément d’ordre p — 1.
Si y d’ordre p — 1, alors (1 + p)y est d’ordre p®~(p — 1).

En effet :

Proposition 4.9. Soit G un groupe, a,b € G d’ordres r et s, avec r A s = 1, ab = ba, alors

ab est d’ordres rs.

Démonstration. On a

(ab)TS — aTSb'I’S — 6
alors 'ordre de ab divise rs.

Si n est l'ordre de (ab), alors
(ab)"=d" " =e=a"=0b""

d’ott @™ = e, alors r | ns, et

raAs=1=r|n
De méme, s | n, alors rs | n. O
Cas p=2:
Proposition 4.10. (Z/2Z)* ~ {1}, (Z/AZ)* ~ Z)2Z, et pour o > 3,
(Z)2°7)* ~ 7./27 x 7.)]2° *Z
Lemme 4.11. Soit k € N*, allors
525 — 1 + \2k+2

olU N ITMmpair.



62 4 PRODUIT SEMI DIRECT

Démonstration. Par récurrence :
k=1,52=143-8.

Si 52° = 14+ \2k+2_ alors,

52k+1 _ (1 + /\2k+2)2
=1 + )\2k+3 + )\222k+4

Démonstration. (de la proposition).

On regarde le morphisme surjectif :
U (Z)2°7) — (ZJAZ)" ~7.)27
Si N = kert, |[N| = 2%72, mais par le lemme 5 est d’ordre 272, donc N est cyclique :
N ~ 7/2°7%7

et on a une suite exacte :

0—=N—(2/2°7) —2~7./2Z 0

Dans (Z/2°7)*, 1 # —1 mod 4, donc le sous-groupe {1, —1} de (Z/2°Z)* donne une section

de p, le suite est scindée, donc on a un produit semi direct

N % 7)27.

Mais le groupe (Z/2°7)* est commutatif, donc produit semi direct est en fait un produit
direct, alors,
(Z)2°7)* ~ 7.)27 x 7./]2°*Z
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4.3 Autres exemples

Proposition 4.12. Soit G un groupe abélien, p un nombre premier. On suppose que Vx € G

et x # e, x est d’ordre p (on dit que G est d’exzposant p), alors,
Aut(G) ~ GL,(Z/pZ)

et
G ~ (Z/pZ)"

Démonstration. G groupe abélien est un Z-module et pZ C Z :
Va € G, 2P = e, donc transforme tout élément en le neutre. Ainsi, Z/pZ agit sur G.

Donc, G est en fait un Z/pZ espace vectoriel de dimention fini (car G fini), alors,

G~ (Z/pZ)"

Applications : groupes d’ordre pq, p et ¢ premier, p < q.
Théoréme 4.13. Soit G un groupe d’ordre pq, p et q premier, p < q

(1) Siptq—1, alors G est cyclique

G ~ 7/pqZ

(ex. pq = 15,35,51,...)

(2) Sip|q—1, aisomorphisme prés, il y a 2 groupes d’ordre pq, le groupe cyclique est un

produit semi-direct non commutatif.

(ex. pg = 21,39,...)

Démonstration. Soit G d’ordre pq et soit () un g-sylow :

le nombre de g-sylow satisfait :

k=1 mod g
klp
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Mais p < ¢, alors k; = 1 : @) est I'unique g-sylow, donc @ <1 G et

Q~7/qZ
et le quotient
G/Q~1Z/pL

d’oll une suite exacte :
0 Q G—L=7Z/pZ —0

On se demande s’il existe une section s : Z/pZ — G ou de fagon équivalente, un sous-groupe
H C G, tel que
plg: H— Z/pZ

est un isomorphisme.

Or G posséde au moins un p-sylpw P ~ Z/pZ, PN Q = {e|, et
plp: P — Z/pZ

une section, ainsi

G ~7/qZ X 7] pZ

Quels sont & isomorphismes prés les produits semi-direct ?

Il faut considérer les morphismes :
w: Z/pZ — Aut(Z/qZ)

le. ¢ :Z/pZ — Z](q —1)Z.
@ est trivial ou injectif.

e Si o trivial, le produit est direct et
G ~7/pZ x L]qZ = 7] pqZ
e Si ¢ non trivial, p(Z/pZ) sous-groupe d’ordre p de Z/(q — 1)Z, donc, on a

plg—1

¢ non trivial ne se produit que pour p | g — 1.
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Dans ce cas, tous les produits semi-directs non trivaux sont isomorphes.

Ceci repose sur le premier cas d’isomorphisme entre produits simi-directs :

Z/pZ—~17)(q—1)Z

| A7

Z]pZ

alors, da € Aut(Z/pZ), tel que ¢ = p o a.
En effet, p(Z/pZ) et ¥(Z/pZ) sont des sous-groupes d’ordre p de Z/(p — 1)Z, donc ils sont

égaux.

Soit x un générateur de Z/pZ, ¢(x) et (x) engendrent le méme sous-groupe de Z/(q — 1)Z
d’ordre p. Donc, Ja € {1,...,p — 1}, tel que

alors Vh € Z/pZ,

et on prend donc a(h) = h®. O

Remarque. De méme pour pq®, . ..
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5 Structure des groupes abéliens finis

Théoréme 5.1. Soit A un groupe abélien fini, alors 3 des entiers dy,...d, > 2 avec dy | dy |
- | d,, tels que

A~Z/dZ X ZL]dsZ % -+~ x 7/d, 7
En particulier, |A| =d,---d, etVo € A, 2% =e.

Définition 5.2. Soit G un groupe, 'exposant de G est le ppcm des ordres des éléments de

G.
Proposition 5.3. G abélien fini e 'exposant de G, alors dx € G dont l’ordre est e.

Remarque. L’exposant de G est donc aussi le maximum des ordres des éléments de G.

Démonstration. (de la proposition)
Posons e = pi"p5® - - - p27, p; premier.

Vi, pi* est la plus grande puissance de p; qui divise 'ordre d’un élément de G, donc Jz; € G,

d’ordre pfim; avec p; ¥ m;.
On considére y; = ", alors y; est d’ordre p;".
Alors y = y; - - - y,, est d’ordre e. [

Définition 5.4. Soit A un groupe abélien fini, un caractére de A est un morphisme y : A —
C*.

Remarque. Yx € A, x(x) est une racine de l'unité. Si e est 'exposant de A, y(z) est une

racine e-iéme de 1.
Cas d’un groupe cyclique
Définition 5.5. A = {caractéres de A}

Proposition 5.6. A est un groupe pour la loi :
X1, X2 € A, (xax2)(r) = xa(2)xa(z)
Proposition 5.7. Si A est cyclique d’ordre n, de générateur a, alors, l'application

A—>T,
X+ x(a)



est un isomorphisme de groupes.

(U,, est le groupe des racines n-ieme de 1 : U,, ~ Z/nZ).

Démonstration. x(a) € U, détermine y complétement car a est un générateur.

Proposition 5.8. (Prolongement des caractéres)

Soit A un abélien fini, B C A le sous-groupe, si x € B, il exists X € A, tel que
Xl = x

Démonstration. Par récurrence sur U'indice [A : BJ.

e Ok, si [A: B] = 1.

e Soit x € B, soit # € A\ B, on veut définir x(z).

On regarde I'image de x dans A/B. Soit r son ordre, alors r |ordre de = et 2" € B.
Si s est tel que z° € B, alors r | s.

On dispose de x(z") € C*.

Soit a € C*, tel que o” = x(z").

Soit B’ le sous-groupe de A engendré par B et x et on prolonge y a B’ :

Siy=bzt,be B, teN,

Ceci est bien défini : si bzt = V!, alors ¥~'b = 2!~ € B, alors
rlt —t
posons t' — t = ru, alors
X(H)a" = x()a"*" = x(¥)ax(z")"

comme on a

b o=ba'" = b

alors,
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on a donc,
x(®)a" = x(b)a’

On vérifie que Y € B, puis comme [A : B']| < [A : B], on applique '’hypothése de récurrence

a B’ et on obtient un prolongement. ]
Remarque. Si G est un groupe cyclique, G ~ Z/nZ, alors

G=U,=27/nZ
isomorphisme de groupe. x € G est complétement déterminé par x(1) € U,.

Corollaire 5.9. Soit G un abélien. Si x € G, x # e, alors Iy € G, tel que x(x) # 1.

Démonstration. Considérons H =< z > cyclique, on peur choisir x € H, x(x) # 1, ensuite

on peut prolonger y a G. O]

Théoréme 5.10. (Théoréme de structure)

Soit G un abélien fini, alors 3dy | dy | -+ - | d,, tels que
G~Z/dZx - 7)dT
d, : exposant de G.

Démonstration. Posons n le exposant de G et soit x € G d’ordre n.

Soit H =< x > cyclique, on veut trouver un sous-groupe K de G tel que
G~KxH

alors, on aura |K| < |G| et on peurra faire une récurrence sur |G|.
H est cyclique, soit x € H tel que x(z) est le racine primitive n¢ du 1.

Alors, I'application

x:H—TU,

=&

est un morphisme bijectif.
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Soit K =kery C G, on a :
KNH=/{e}

car x est injectif. et on a
G=K-H

carsig € G €U, et dk € {0,...,n — 1} tel que x¥, alors g - (x*)™! € K, d’ou
9€G,x(9) . que x(g)x(z", g-(x :

isomorphisme
KxH~(G
(k,h) — kh
Par hypothése de récurrence, 3d; | ds | -+ | d,—1 tels que :

K~Z/dZ % ---7/d. 17
et de plus, d,._; est 'exposant de K qui divise n (exposant de GG), d’ou le résultat pour G.
G~Z/dZx---7]d 7

on note d, = n. O

Quelques proprités des caractéres :

Soient G un abélien fini et G le groupe des caracteéres.
(1) Si G est cyclique, G ~ G.

(2) Gy X Go ~ Gy x Gy :

Siy € G;<\Gz, on note pour g; € Gy, g2 € G,

alors, y1 € Gl,XQ S @2, et on a

x(91,92) = x1(g1) - X2(92)

(3) Si G abélien, alors G ~ G, grace au théoréme de structure.
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(4)Bidual

On a un isomorphisme canonique :

gp:G—>G2

T = T [x = x(7)]
En effet :

T(x1x2) = x1x2(7)
= X1(7)x2()
= 2(x1)Z(x2)

ainsi, T € G.

De plus, ¢ est un morphisme de groupe :

zy(x) = x(vy)
= x(7)x(y)
= T(x)7(x)
=(Z-9)(x)
alors,

En plus, ce morphisme est injectif :

SizeG, x+#e Iy e tel que x(z)#1,ie Z(x)# 1.
Donc, = n’est pas le neutre.

Comme |G| = |G| = |é’|, on a bien un isomorphisme.
(5) Relation d’orthogonalité des caractéres

Les caracteéres sont des application : G — C.
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Soit F l'espace vectoriel des application f : G — C, c’est un espace vectoriel de dimension

finie (= |G)).
Relation d’orthogonalité :

Six1, X2 € G, alors
{07 T 7& T2

1, 1 = T2

|G| Z)ﬁ x2(9) =

geG

Remarque. Comme le module est 1, on a

x1(9) = x1(9) ™" = xi'(9)

Alors,

|ZX1 )x2(g |ZX

geG geG

ZX x2)(

gEG

Soit x € G, on note

Sy =Y x(9)

geG

Gl, x=1
5 - G|, x

0, x#1

Vyed, Sc=> xlxy)

zeG

Lemme 5.11. On «

Démonstration. On a

En effet, 'application :

G — G

T =Ty

est une bijection, alors

> x(zy) =D x(@)

zeG z’'eG

|
n



72 5 STRUCTURE DES GROUPES ABELIENS FINIS

Alors, on a
Sx = zéx(x)x(y)
= zeze; X(@))x(y)
donc,

Sy=3S8y-x(y), Ywed

e Si x # 1, Jy, tel que x(y) # 1 et alors S, = 0.
e Si x =1, alors S, = |G|. O

Remarque. On a fait une moyenne sur tous les éléments de G.



6 Classification des groups d’ordre petit

Bilan :
(1) Groupes abéliens finis.

(2) Constructions : produits semi-directs :
H — Aut(N), NxH

Exemple. Groupes d’ordre pq, p < ¢, p,q premier.

Classification des groupes d’ordre < 15 :
en=1:{e}.

e n < 15 et n premier (n = 2,3,5,7,11,13) :

Z/nZ

en =pq,p<q,p,q premier (n = 6,10,14, 15) : déja vu.
Cas restant : n =4,8,9,12.

oen—=4:
7]AL, 1)27 x 7.]27

Remarque. Un groupe fini dans lequel tous les éléments sont d’ordre 1 ou 2 est abélien.
en=9=3%:

Si p est premier, un groupe d’ordre p? est abélien, d’ou
Z7)97, 7./]37 x 7./3Z

oen =2¢8:

(1) Cas abéliens :
(Z)27), Z.)27 x Z./AZ, 7./8Z

(2) Cas non abélien :

Les éléments # e sont d’ordre 2 ou 4.
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Ils ne peuvent pas étre tous d’ordre 2 car G non abélien. Donc, il existe un élément d’ordre
4.

Soit H ~ 7 /47 le sous-groupe qu'il engendre, alors, comme [G : H| =2, on a
HaG

et alors
0 H G G/H(~1Z/2Z)—0

Cette suite est-elle scindée ?
C’est le cas si et seulement s’il existe un élément d’ordre 2 dans G — H.
On a alors un produit semi-direct :
Z]AZ x 7./27

via un morphisme

0 L]AL — Aut(Z/AZ) ~ 7./27
donc soit ¢ est trivial, soit ¢ =Id.
Si ¢ est trivial : cas commutatif.
Sinon, on a un vrai produit semi-direct : groupe diédral.
2° situation : Il n’existe pas d’éléments d’ordre 2 dans G — H.

Ainsi o € H est le seul élément d’ordre 2 de G, alors o? est dans le centre de G : Vg € G,
gog~! est d’ordre 2, d’oi

galg~ = o?
Considérons G — H, il y a 4 éléments d’ordre 4, soit J est 'un d’eux, alors J? est d’ordre 2,

alors,

JZIOZQ

2:

Posons « —1, alors

H={1,-1,a,—a}
G={l,-1,a —a,J,—J aJ,—alJ}
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et on a
aJat = (aJ)? = -1=a’

alors,
JaJ =«
Soit K = aJ, I = «, on reconnait la loi de multiplication des quaternions I, J, K.

Le groupe d’ordre 8 obtenu est le groupe des quaternions :

Hy =< 1,1,J,K >

Est-ce que Hyg est isomorphe au produit semi-direct obtenu ci-dessus 7 Non, car Hg n’est pas

isomorphe & un produit semi-direct.

Proposition 6.1. Hg n’est pas isomorphe a un produit semi-direct.

Démonstration. Si c’était le cas, il y aurait NV <1 Hg et K un sous-groupe, tel que
Hg ~ N x K

et soit || = 4, soit [N| = 2.

e Si |[N| =4, |K| =2, alors K = {1,k} avec k* = 1. Mais dans Hg, il y a un unique élément
d’ordre 2, qui est —1.

Dans N, il y a nécessairement des éléments d’ordre 2 : h € N.
Contradictoire avec N N K = {e}.

e Si [N| =2, alors N = {1,—1} qui est central, donc le produit semi-direct est en fait un

produit direct de 2 groupes abéliens, ceci dirait que Hg abélien, ce qui est faux. O

casn—=12:

e Groupes abéliens :

7)12Z, 7.)27 % 7./6Z

e Groupes non abéliens : 12 = 22 - 3.
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On regarde les 3-sylows, soit ng leur nombre, alors,

ny=1 mod3
ns | 4
alors, ng € {1,4}.

1¢" cas ng = 4 : 4 groupes cycliques d’ordre 3 qui ne s’intersectent qu’en {e}, d’ou 8 éléments

d’ordre 3 dans G, les 4 autres éléments forment nécessairement un 2-sylow.
Alors, NN K = {e}, on a donc
G~NxK
Il y a 2 situations :
(1) Si N ~ Z/AZ, alors Aut(Z/AZ) ~ 727 et tout morphisme de Z/3Z — 7./27 est trivial.
Dans ce cas, on a un produit direct, qui est abélien.
(2) N ~7Z/27 x 7.)27 et Aut((Z/27,)*) ~ G Ly(Fy).

On a
|GLy(F2)| = (22 - 1)(22 —2)=6

d’ou
GLQ(]F2> ~ 03

car il est non abélien.

On recherche les morphismes non trivaux :
0 : ZL|3Z — o3

¢ est déterminé par ¢(1), qui doit étre un 3-cycle.

Alors,
(1) = (123) ou (132)

(As C o3 est 'unique sous-groupe d’indice 2).

Les 2 morphismes possibles ¢, et ¢y ne différent que par un automorphisme de Z/3Z, alors

Ya =100, p(l)=2
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Les produits semi-direct
(Z)27)? x4, Z)37 ~ (Z)27)* 1, Z./3Z
sont isomorphes et en fait isomorphes a
Ay =VyxZ/3Z
2¢ cas n3 = 1.
Soit N l'unique 3 sylow, N <1 G, soit H C G un 4-sylow, donc N N H = {e}, donc

G~NxH

via un morphisme :
©: H— Aut(N) ~ Z/AZ

Ici |H| = 4, donc on a 2 possibilités.
(a) H=7/47Z, il y a un unique morphisme non trivial H — Z/2Z, d’ou

7./37 % /A7

(b) H = Z/2Z x Z)2Z = (Z/2Z)>.

On cherche
¢ H—7)27

ce qui revient & donner les formes linéaires sur le Z/27Z espace vectoriel (Z/27)>.

Il y en 3 non nulles : (1,0), (0,1), (1,1). Mais elle se correspondent via des automorphismes

de H :
01
=0’ )

L= 01 (g 1)

Donc, les 3 produits semi-directs sont isomorphes :

7./37 %V,
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Bilan :

Vi X Z/3Z : quatre 3-sylows

Z/3Z x Vy : un seul 3-sylow, n’a pas d’élément d’ordre 4.
Z/3Z x Z/AZ : un seul 3-sylow, a des éléments d’ordre 4.

Ils ne sont pas isomorphes.
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7 Groupe linéaire et Groupe spécial linéaire

Soient K un crops et E un K-espace vectoriel de dimension finie n. On a
GL(F) ~ GL,(K)

une fois fixée une base de F.

Un morphisme :

det : GL,(K) — K*

et on note

SL,(K) = ker(det)
le groupe spécial linéaire.

Suite exacte scindée :
1—> SLy(K)—= GLy(K) -2 K —~1

et on a

H:{ ! ’ |AeK*}cGLn(K)

Centre :
Proposition 7.1. Pour le centre, on a
Z(GL,(K)) = K*Id

Z(SLo(K)) = SL,(K) N Z(GLo(K))
= (K Id

ot
pn(K) = {racines n® de 1 dans K}
Ceci repose sur :

Proposition 7.2. Soit u € End(E), tel que Vx € E, x et u(x) colinéaires, alors u est une

homothétie.
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Générateurs :

e Matrices de transvections élémentaires :

E;; : tous les coefficients sont nuls sauf (z, ), qui vaut 1.

e Matrices de dilatation :

i A = Di(\), A€ K*

1

Les opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes d’une matrice et ’algorithme du

pivot de Gauss donnent :

Théoréme 7.3. Soit g € GL,(K), alors il existe un produit L de matrices de transvections
élémentaires tel que
g=L-diag(1,...,1,detg)

Corollaire 7.4. (1) GL,(K) est engendré par les transvections élémentaires et les dilata-

tions.

(2) SL,(K) est engendré par les transvections élémentaires.
Propriétés des £;;()\) :

(1) Un morphisme de groupe :

(K,+) = GL,(K)

(2) Si w € oy, soit P, € GL,(K) une matrice de permutation, alors,

PwEij(/\)P_l = Ew(z)w(j)(/\)

w



(3) On a
Di(N)Eij (1) D;(\) ™! = Eij(An)

Ainsi, les E;;(\) sont conjuguées dans G L, (K) et sin > 3, elles sont

Démonstration. (Preuve pour SL,(K)) : Si det(P,) = e(w) =

conjuguant par un matrice D;(—1), [ convenable, | # i, | # j.

On peut aussi utiliser, au lieu de D;(\), des matrices :

{ l

- ‘ 1 A 1
Proposition 7.5. (1) Pour n = 2, les matrices 0 et

SLy(K) si et seulement st ﬁ est un carré dans K.

(G660

Démonstration. Exercice.

(2) On a

(4) Si 4,4, k est deux a deux différent, alors,
[Eii(A), Ejr(1)] = Ei(An)

Démonstration. Exercice.
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conjuguées dans SL,,(K).

—1, on peut corriger en

yLF G L#]

]

H . p
. sont conjuguées dans
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Groupes dérivés :

Théoréme 7.6. (1) Sauf pour n =2, K =Ty,

D(GL,(K)) = SLn(K)

(2) Sauf pour n =2, K =TFy ou F3,

D(SL,(K)) = SL,(K)

Démonstration. Comme on sait que SL,(K) C GL,(K) et GL,(K)/SL,(K) ~ K* est
abélien, on a

D(SL,(K)) € D(GL,(K)) C SL,(K)

e Pour n > 3, on a
Vi#j#k#4, [Ej;(\), Ejr(1)] = Eg(\)

donc, on obtient

SLo(K) C D(SLn(K))
d’ou (1) et (2).

e Pour n =2 et |K| > 3, on obtient F12(\) et Fa(\) comme commutateur,
80\ (1 A) (57 0\ (1 =A) (1 82 (1 A
o 8)\o 1/\o g/\o 1) \o 1)\o 1
(1 M -1)
~\0 1

Si|K|>3,38€ K\{0,1—1},douns%—1#0.

Siu € K, on pose A = =, alors,

1
Eyo(p) = [ (ﬁ 501> ,Elz()\)]

ceci donne (2).
Pour n = 2, K = [Fy,[F3 (cas particulier).

On a
(22 -1)(2*2 - 2)

1




non abélien, alors, on obtient

SLQ(]FQ) >~ 03
De plus, on a

D(O’g) = Ag
d’oul le cas exclus.

Il reste le cas ou n = 2, K = 3.
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7.1 Question de simplicité

On sait déja :

On s’intérésse aux groupes quotients :

Définition 7.7. On note

PGL,(K)
PSL,(K)

GLW(K)/Z(GL(K))
SLn(K)/Z(SLn(K))

Le groupe GL,(K) agit dans K™ et donc aussi sur P(K"), 'ensemble des droites de K™, de

méme pour SL,(K).
Remarque. Ces actions sont transitives et méme 2 fois transitive

Définition 7.8. Soit G’ un groupe agissant sur un ensemble X, on sit que 'action est 2 fois

transitive, si pour Vaq,z9 € X, Vi1 # y2 € X, il existe g € G, tel que
g(r1) =y, g(xz2) = Y2

Ici, SL,(K) agit 2 fois transitivement sur P(K™) (aussi noté P"~!(K)), ceci résulte essentiel-

lement du théoréme de la base incompléte.

Prenons e; et ey deux vecteurs non colinéaire (i.e. deux droites ke; et key sont distinctes) et

de méme 2 autres droites distinctes de vecteurs directeurs f; et fy (donc non colinéaires)
Alors, on peut compléter (ej, e2) en une base (e, ..., e,) et (fi1, f2) en une base (fi,..., fn).

Alors, 3A € GL,(K), tel que
Ae; = fi, Vi

Soit B € GL,(K) et
1

T det A

Bfi fi, Bfi=fi, Vi =2

Alors, B x A € SL,(K) et envoie key sur kf et key sur kfs.
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Définition 7.9. Soit G un groupe, un sous-groupe H de G est dit maximal si les seuls sous-
groupes de GG qui le contiennent sont H et G, i.e. si K C GG un sous-groupe et H C K C G,
alors, on a

K=HouK=G

Proposition 7.10. Soit G un groupe agissant sur un ensemble X 2 fois transitivement,
alors le stabilisateur de tout x € X est un sous-groupe mazximal : Yz € X, stab(z) = G, est

maximal.

Démonstration. On a que 'action est transitive, donc on sait que
X = orbite(z) ~ G/G,

et 'actions de G sur X se transforme en l'action a gauche de G sur G/G,.
Maintenant montrons que G, est maximal :
Sinon, 3 un sous-groupe K de G avec G, G K G G, donc Ik € K —G, et g€ G — K.

On regarde, dans G/G,, les éléments : G, kG, gG,, par double transitivité de l'action de
G, Ju € G, tel que
u(Gy) = Gy, u(kG,) = gG,

Alors, on a
uG, =G, =>ueiG,
ukGy = G, = g 'uk € G,
Mais, uk € K car G, C K, donc g 'uk € K et g € K, c’est une contradiction. n

Théoréme 7.11. Sauf pour n =2 et K =¥y ou Fs3, le groupe PSL,(K) est simple.

Démonstration. Par I'absurde, on utilise la correspondance bijective entre sous-groupes dis-
tingués de PSL,(K) est sous-groupes distingués de S L, (K) contenant le centre Z(SL,(K)).

Soit N <1 SL,(K) contenant le centre Z.
1" cas :

Supposons qu’il existe une droite vectorielle stable par tous les éléments de IV, alors toutes
les droites vectorielles sont stables par N. En effet, Vs € SL,(K), on a

sNs'=N
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Par ailleurs, SL, (K) agit transitivement sur I’ensemble des droits.

Si D est la droites stable par N et si D’ est une autre droite, alors, 3s € SL, (K), tel que

D = s(D’)

Mais alors, on a
stab(D') = s - stab(D) - s7*

comme N C stab(D), on a

N = sNs~' C stab(D’)

Conclusion : si 3 une droite stable par tous les éléments de N, alors toutes les droites sont

stable par chaque élément de N et donc Vn € N, n est une homothétie, donc N = Z.
2° cas :

Aucune droite n’est stable par tous les éléments de V.

Fixons (eq, ..., e,) une base standard de K", soit P = stab(ke;), alors on a
¥ * *
0 x *
pP= { . e SLn(K)}
0 =* *
alors N ¢ P.

Le sous-groupes engendré par N et P sont NP qui contient P strictement :

PG NP C SL,(K)

Or, comme SL,(K) agit 2 fois transitivemnt sur I’ensemble droites, on sait que P est un

sous-groupe maximal car c¢’est un stabilisateur, alors, on a

NP = SL,(K)

Comme N <1 SL,(K), on regarde le quotient :

m:SLy(K)— SL,(K)/N
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alors, on a

7(P) = NP/N = SL,(K)/N

Considére le sous groupe K de P et

— %
_ O ¥

K est un sous-groupes commutatif de P et K C P.
K est engendré par les transvection élémentaire E15(N), Ei3(A), ..., E1,(A).
On regarde :
7(K)=KN/N =7(KN)
Comme K < P, on a
7(K) Ccm(P)=SL,(K)/N

donc 7(K) est distingué dans SL,(K)/N et en vertu du théoréme de correspondance, on a

KN <1 SL,(K)

Or les Ey;(A\) € K, Vj €{l,...,n}, donc tous leurs conjugués sont dans K N.

Mais, les sous-groupes a un paramétre A — Ej;(A) sont toujours conjugués dans SL,(K).

|OK, si n > 3 via les matrices de permutations et les D;(\), mais pour n =2, on a
Py Ei(\ P, = Egiyo(y(N)
si det(P,) = —1, 0n a
Dy(=1)P,Ei(A) Py Di(=1) = Ex(iyo()(N)
et Di(—=1)P, € SL,(K).]

Ainsi, tous les générateurs E;; € KN, d'oa KN = SL,(K).
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Intéret : K est abélien, le morphisme :
mlg: K — SL,(K)/N

est surjectif, alors SL, (K)/N est abélien, donc D(SL,(K)) C N.

Or, sauf pour n =2 et K =F, ou F3, D(SL,(K)) = SL,(K), contradiction. O

Etude des cas n = 2, K = Fy ou Fs.

(1) n=2, K =T, onavu
GLQ(IFQ) == SLQ(IFQ) == PSLQ(FQ) >~ 03

non simple.
(2) n:2, K:]Fg

On va utiliser l'action de GL,(K) ou SL,(K) sur P"!(K) :
¢0:GLy(K) — o(P"1(K))

et
kerp = {g € GLu(K) | ¢(g) =1d} = K'1d

¢ passe au quotient par le centre et donne une action fidéle de PGL,,(K) sur P"71(K).
Cas des corps fini :

On connait les corps F, ~ Z/pZ, p est premier.

On prend n =2, on a

PGLy(F,) = o(P(F,))

Or, |PY(F,)| = p + 1. En effet, se donner une droite, c’est se donner un vecteur # 0 (il y a
p? — 1 possibilités) & un multiple non nul pres (division par p — 1), ainsi, on a un morphisme
injectif :

0 : PGLy(F,) — opia

Pour p =3, 0on a
p* — 1) (p* —p)
p—1

|PGLy(F,)| = ( =({@—-1Lpp+1)



7.1 Question de simplicité

ici, |PGLy(F3)| = 24 = |o4|, d’ou
PGLQ(]F3) >~ 0y

PSLy(F3) est 'image de SLy(F3), c’est un sous-groupe d’indice 2, d’oil

PSLQ(F?,) ~ A4

On voit que n = 2, K = F3 est bien exclu du théoréme car A4 n’est pas simple :

V<A

Remarque. (Au sujet des groupes dérivés)

Il restait & traiter :
D(GLy(F3)) = SLy(F3)

()66

dans GLy(F3), d’on

(1 1):<—1 0) (1 1) <—1 0) (1 1) € D(CL.(F:))
0 1 o 1/J\o 1/\o 1/\o 1

89
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7.2 Complément : Interprétation géométrique des transvections et

des dilatations

E = K™, on considére les u € GL(E), u #1d qui laissent stables un hyperplan H point par
point, i.e. u|y =Idg.

2 situations possibles :

Proposition 7.12. Sous les hypothéses ci-dessus, les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) detu =X # 1.

(2) u diagonalisable.

(3) Im(u — Id) N H = 0.

(4) Dans une base convenable, la matrice de u est

1

A
Proposition 7.13. Sous les hypothéses ci-dessus, les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) det(u) = 1.
(2) u n’est pas diagonalisable.
(3) Im(u — Id) C H.
(4) Dans une base convenable, la matrices de u est

1

En effet, soir v € F — H, (ey1,...,e,_1) une base de H.
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Alors, dans la base (eq,...,e,-1,v) la matrice de u est :
1 *
1] *
A
detu = .

Si A # 1, alors u est diagonalisable, car 1 est valeur propre de multiplicité 1 (espace propre

H) et A est valeur propre.

Si A =1, alors u ne peut pas étre diagonalisable car 1 est le seule valeurs propre possible et
u #ld.

Exercice 7.14. Terminer/donner les détails de la preuve.
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Deuxiéme partie
Algébre linéaire

8 Reéduction de Jordan

Soient K un corps, F un K-espace vectoriel de dimension finie.

Théoréme 8.1. Soit u un endomorphisme de E (uw € L(E)) dont le polynome caractéris-
trique est scindé. Alors, il existe une base de E, dans laquelle la matrice de u est diagonale

par bloc, avec des blocs de la forme :

Al
A
5T
J)\J’: o1 , AeEK
)\ V
—_———

De plus, l’ensemble (avec multiplicité) des couples (A, r) qui apparaissent ne dépend que de u

(et pas de la base).

Démonstration. Outils : théoréme de Cayley Hamelton.

Soit x le polyndéme caractéristique de u, alors
x(u) =0
On décompose x en produit de polynéme irréductibles :
X(X) = R (X)% - Py(X)™

ou les F; sont irréductibles et 2 & 2 distincts.

Par le lemme des noyaux, on a

ker x(u) = @D ker(P}'(u))
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Ici, y est scindé, P;(X) = X, et on a
ker P (u) = ker(u — A\;Id)*

est un sous-espace caractéristique.

On se raméne a étudier dans chaque sous-espace caractérisitique, ol

avec ng* = 0, i.e. n; est un endomorphisme nilpotent.
Ainsi, on se raméne a montrer le théoréme pour les endomorphismes nilpotents.

Situation : F un e.v. de dimention n, u € L(F) avec u® = 0, u*~! # 0. (s est I'indice de

nilpotence de u).
Comme u*~ ! #0, 3z € E, u®=* # 0.

Lemme 8.2. z,u(z),...,u* " (x) # 0 sont linéairement indépendants.

Démonstration. Par I'absurde §’il existe ag, aq,...,as_1 € K, tels que
apr + ayu(z) + - - as_ut T (z) =0
on applique u*~!, on obtient
apu® H(z) =0
d’ou ap = 0.
On recommence en appliquant u*~2, d’ott a; = 0.

Et on poursuit. O

Alors, on pose
By = Vect(u®*(z),u* *(2),...,2)

alors, dim F; = s.
Et la matrice de la restriction de u & F; dans la base (u*™', ..., z) est le bloc de Jordan Jy .

On va établir le théoréme par récurrence sur dim F.

e dim F =1, OK.
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e Si c’est vrai au rang n — 1, on commence par construire le sous-espace F; comme ci-dessus
(stu##0,s>2).

On cherche un supplémentaire & Fj, qui soit stable par wu, ainsi, on pourra lui appliquer

I’hypothese de récurrence.
Idée : utiliser la dualité et les sous-espace orthogonaux entre F et E*.

Comme u*~!(z) # 0, Jp € E*, telle que
p(u™H(z)) #0

On dispose de ‘u : Ex — E*, on a

ainsi, on a

("u)* () #0

Soit G le sous-espace vectoriel de E* engendré par ¢," u(p), (‘u)*~(¢). On a (comme pour

Fy ci-dessus), dim G = s et de plus, G est stable par ‘u (car (*u)® = 0).

Mat(‘u, (("u)* (), -, 9)) = Jos
Alors, l'orthogonal de G dans F, i.e.
F={yeE|Vke{0,....s— 1}, ('u)(¢)(y) = 0}

est un sous-espace vectoriel de dimension n — s, stable par u.

Il suffit de montrer que F' N F; = 0 et on aura
E=F&F

avec F' stable.

Soit y € F'N F}, alors
s—1
Y= Z axu’(z)
k=0

et Vt € {0,...,s — 1},
("u)' (@) (y) =0, ie @(u'(y)) =0
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Soit i le plus petit indice tel que a; # 0, alors pour t =s—1—14, on a
aip(w ™ (z)) =0

d’ott a; = 0, contradiction.

Alors, on applique I'hypothése de récurrence & F, on a
F=F,® --®F,

ol u|p, est donné par une matrice de Jordan.

Unicité :

Les A sont nécessairement les valeurs propres de u, on se raméne a étudier 1'unicité pour un
endomorphisme nilpotent.

Appelons b; le nombre de blocs de Jordan de taille ¢, la taille maximale est s : indice de

nilpotentce.

Il faut voir que les b; ne dépendent que de u.

Il s’exprime en fait en fonction des dimensions des noyaux des puissances de wu.
On considére la suite

{0} Ckeru Ckeru* C---Cu ' CE

=

Chaque bloc de Jordan (y compris de taille 1) contribue pour 1 au noyaux de w.

De fagon générale, en regardant

0 1 0
0
0 1
(JO,r)k -
0
0
on obtient :
dimker u* — dim ker v*~1 = Z b;
i>k
Si on pose

8r = dim ker u* — dim ker v~
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on a
= b
i>k
d’Oflbl:(51—52,[)2:62:52,.... ]
Jordanisation :

On a obtenu les classes de similitude de matrices nilpotentes par décomposition en blocs de

Jordans.
Si M est nilpotente, il y a une unique suite décroissante d’entiers ny > ng > --- > n, > 1,
tels que M semblable &
I,
Ins

le nombre de blocs de taille 7 est d; — ;1 ol

§; = dimker M* — dim ker M*~*

Fait général :
Proposition 8.3. Soit uw € L(E), alors, la suite des noyaux est croissante et stationnaire,

keru C keru? C ---keru” C ---

De plus, elle s’essouffle, c’est-a-dire, la suit des sautes de dimension
§; = dimker u; — dimker "1 > 0

est décroissante.

Démonstration. Soit k un entier, on a

% L keruF

ker u” / ker uf~1

ker uF
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Pour 'application :

@ : ker u"™ — ker u” / ker u* !

on a keru = ker u* car

i(z) = 0 < u(z) € keruf™!

Ainsi, u se factorise en une application injective :
ker u" !/ ker u® — ker u* / ker u*!
d’ou
dim(ker "™/ ker u*) < dim(ker u*/ ker u*~*)

et le résultat. ]

Autre approche & la construction des bloc de Jordan :

Cadre : u nilpotent d’indice p, 3z tel que uP~*(x) # 0, posons
F = Vect(x,...,u’ " (z))

alors, on a
keru C keru? C --- Ckeru? ' C F
Comment privilégier tels x :

Choisissons un supplémentaire E, de ker u?~! :
u(Ep) C keruy, g

et on a u|g, est injective (car keru C keru?™1).

Idée : choisir dans ker u?~! un supplémentaire & ker u?~2 qui contient u(F,) et procéder par

récurrence descendante.

Remarque.
u(E,) Nkeru’~? = {0}

car E, Nkeru?~! = {0}.

1

Pour i € {1,2,...,p — 1}, on suppose avoir choisi E;;; C keru'™! supplémentaire de ker u’,
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alors

u(Ei1) C keru'
u(Eiy1) Nkeru' ™t = {0}

car E;y 1 Nkeru' = {0}.
Ansin,il existe dans ker v un supplémentaire F; a ker u'~! et qui contient u(E;, ).
Bilan(lemme) : il y des sous-espaces vectoriels E, ..., E, de E, tels que

Vi, keru' = E; @ keru'™?

Vi, U(Ez) - Ez'—l

De plus, on a

et pour ¢ > 2, la restriction de v a F; est injectif.
On construit les blocs de Jordan en prenant des bases adaptées & cette situation.
On part d'une base B, de £,

sz{vp,jllﬁjénp}

Les u(vy, ;) forment une famille libre dans E,_;, on la compléte en une base de E,_;.

Soit
B, s ={vp-1; [ 1 <j <y}

tel que u(B,) U B, ; = B, est une base de E, ;.

Puis on poursuit, pour i descendant de p a 2, u(B;) une famille libre de E;_1, qu’on compléte

en une base B;_; de E;_; en rajoutant

Bioi ={vi1; |1 <j<n;i 1}
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On obtient :
E, E, u Ey, e Es 4 Ey
Up,1 u(vp,1) up_l(vp,l)
Up,np U(Upmp) up_l (Upmp)
Up-1,1 uP~?(vp-11)
Up—1,mp_1 up72(vp—1,np_1)
U/(/UQJ)
U(UZ,M)
V1,1
Ul,nl

On regarde le tableau horizontalement, de la droite vers la gauche.

On considére

Vect(uP " (ep_1), ... ep 1)
la restriction de u est un bloc de taille p, de méme pour les Vect(u~'(e,;),. .., ep;) pour
J < nyp.
On poursuit :
(ui_l(ei_l, PN ,ei_1)>

donne un bloc de taille 7 et on en obtient n; stables dans lesquels la restriction de u a pour

matrice dans la base horizontal indiquée un bloc de Jordan.
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On voit directement ici que le nombre de blocs de Jordan de taille 7 est
dim Ez — dim Ei—l—l . 51 — 5i+1

car on a
keru! = keru'"! @ E,
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8.1 Quelques applications

Théoréme 8.4. Soit K un corps de caractéristique 0, M € M, (K). Soit A # 0,1 dans K.
Alors les matrices M et A\M sont semblables < M est nilpotente.

Démonstration. Si M est AM sont semblables, alors elle ont les mémes valeurs propre (prises

dans une cloture algébrique de K).
Si « est un valeur propre = A« aussi et Vr € N, A"« aussi.
Mais M n’a qu'un nombre fini de valeurs propres et car(K) = 0, nécessairement o = 0.

Si M n’a que 0 pour valeur propre, alors M est nilpotente car son polynéme caractéristique
est X".

Invertisement :

Si M est nilpotente, alors AM aussi. On regarde leurs décompositions de Jordan puisqu’elle

caractérise les classes de similitude.

Le nombre de blocs de Jordan de taille 4 est fonction des dimensions des ker M7 et ici, V7,
M7 et (AM)? ont méme noyau. O
Semblable et similitude :

M et N semblables :
iP € GL,(K), N=PNP™!

"Etre semblable" est une relation d’équivalence dont les classes d’équivalence sont appelées
"classes de similitude".

On dit parfois aussi "matrices conjuguées" et on parle de "classe de conjugaison".

Théoréme 8.5. Soit K = R ou C, alors toute matrice de M, (K) est semblable & sa trans-

posée.

Démonstration. Pour K = C, on dispose du théoréme de Jordan, on se raméne & montrer le

résultat pour un bloc de Jordan :
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alors, on a

On passe de I'un a 'autre par changement de base en renversant I'ordre des vecteurs de base :

(e1,...,€) = (€r,...,€1)

1
on a alors 'J = PJP~! ou P = . O

K=R:

Proposition 8.6. Soit M, N € M,(R), si M et N sont semblables sur C, alors elles sont

semblables sur R.
Démonstration. 3P € GL,(C), PMP™' =N et P =R+ 1iS avec R,S € M,(R), on a
(R+iS)M = N(R+iS)

d'ot RM = NRet SM =NS.

On veut une matrice réelle et inversible et V¢ € R, on a

(R+tS)M = N(R +15)

Il suffit de trouver ¢t € R, tel que
det(R+tS) #0

On a une fonction polynomiale p € R[t] :
t — det(R +ts) = p(t)

et on a p(i) # 0 car P € GL,(C), p n’est pas le polynome null, donc n’a qu'un nombre fini
de racines, d’on 3t € K, p(t) # 0. O

Théoréme 8.7. Dans M,(C), toute matrice est semblable & une matrice symétrique.
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Rappel :

Dans M, (R), les matrices symétriques sont diagonalisables, donc un tel résultat ne peut avoir
lien.

1

1
Ex. Dans C, soit M = (

(01
a .
00

> , M? = 0, c’est une matrice nilpotante d’indice 2, semblable
Z JR—
Démonstration. La réduction de Jordan permet de se ramener au cas d’un bloc de Jordan,

on a vu .

tj=pPJjp~!

avec P =
1

On pense aux matrices symétriques comme & des matrices de formes bilinéaires symétriques.
Rappel :
Si ¢ est une forme bilinéaire symétrique et (eq,. .., e,) une base, M = (p(e;, €;)).

Classification des formes bilinéaires symétrique sous 'action par congruence du groupe li-
néaire, M = Mat.(p).

Si F'= (fi,..., fa) est une autre bas et P est la matrice de passage, alors

Matp(@) = P- M P

Théoréme de réduction des formes bilinéaires symétriques sur C, dit :

2 formes bilinéaires symétriques sont congruence si et seulement si elles ont le méme rang.

1
Ici, pour notre proléme, on a P = , qui est symétrique.
1

Elle définit une forme bilinéaire symétrique sur C" qui est de rang n, elle est donc congruente
aly,.
Donc, 3Q € GL,(C), tel que

P=qQ .t Q

On avait 'J = PJP Y ici P"'=P=Q Q.
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Alors,
T =Q(QJIQ)Q

avec (Q former une matrice symétrique semblable & J du type QJQ~! ou Q71JQ. O



9 Réduction de Frobenius

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, u € L(F).

Définition 9.1. (1) x € E est dit cyclique si Vect(u®(z),k € N) = E.

(2) u € L(F) est dit endomorphisme cyclique s'il existe un vecteur cyclique.

105

(3) F C E sous-espace de E est dit cyclique si F' est stable par u et la restriction de u a F

est cyclique

Définition 9.2. (Polynéme minimal relatif & un vecteur)

u € L(E),z € E, posons
I'={P € K[X]| P(u)(z) = 0}

Alors, I est un idéal de K [z], on appelle polynéme minimal de z le générateur unitaire de 1.

On le note g, . ou i, si u est sous-entendu. (On note y,, ou p le polynéme minimal de u)

Ainsi, Vx € E, p, | p.

De plus, si deg(u,) =7, on a (z,u(z),...,u" " (x)) est libre et
Vect(u®(z), k > 0) = Vect(z, ..., u" " (x))

et ceci est un sous-espace cyclique.

Noton
fo =ao+ a1 X +---+ X"
dans la base (z,u(z),...,u""(z)), la matrice de la restriction de u est :
0 —Qg
1 0 —a
~-C,,
1 —Ar_1

c’est la matrice compagnon du polynoéme : X" + a,_; X" ! +---qq.

Définition 9.3. De fagon générale pour tout polynéme P(X) = X" +a, 1 X"t +---

+a07
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on annonce la matrice

_ O

Cp =

1 —0r_1

appelée matrice compagnon de P, qui s’interpréte aussi :

On considére K[X]/(P), c’est un K-espace vectoriel de dimr, de base (1, X,..., X 1), on

considére 'action de la multiplication par z.

Dans cette base, la matrice de cette action est donnée par C,.

Proprieté caractéristique des matrices compagnon :

Proposition 9.4. Le polynome caractéristique est égale au polynéme minimal et est égal a
P :
XCcp = MHCp = P

Démonstration. Le calcul du polynéme caractéristique se fait directement.

On remarque que (ey,Cp(e1),...,Cp(e.)) = (e1,€9,...,6.), donc le polynéme minimal est
de degré > r, donc exactement de degré r, et donc nécessairement et égal au polynome

caractéristique.

De plus, on voit que
C’;(el) = —Qp€1 — ale(el) — e — ar_lC]’;*l(el)

d’ou P(Cp(e1)) =0, d’ott le polynéme minimal de e; = P (car on sait qu'il est de degré > r,

puisque (e, Cp(er),...,Cp(e,)) est libre.
Finalement, on a obtenu :

e Polynéme minimal de e; = P.

e Polynéme minimale de Cp = P.

e Polynome caractéristique est P (ici sans calcul). O

Proposition 9.5. Soit uw € L(E), alors, 3x € E, tel que piyz = fbu.

Démonstration. Yo € E, p, | p, soit u(X) = P (X)* -+ Py(X)* : la décomposition de p est

produit de polynomes irréductibles.
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Le lemme des noyaux nous donne :
F = ker /L(U) = @keI-(Pi(u)alphai)
i=1

chaque ker(P;(u)P"a1) est stable par u et la restriction de u & ce sous-espace a pour polyndéme
minimal P (Sinon, ce polynéme minimal serait Pf " avec Bi < «;, alors le polynéme minimal

de u aurait 3; comme exposant de P;.)

Soit x; € ker P (u), x; ¢ ker P/ (u) (On a ker P (u) C ker P/ *(u)), posons
r=x1+- -+ Ts

alors z est tel que u, = pu.

En effet, soit P € K[X] tel que

d’ott P(u)(z;) =0, alors, on a

Plu)(z;) =0= B | P=p| P

Retour la caractérisation des matrices compagnons :
Proposition 9.6. Soit u € L(E), tel que xu = f, alors u est cyclique et il existe une base

dans laquelle la matrice de u est une matrice compagnon.

Démonstration. Soit x € E, tel que u, = p.

Alors, la dimension du sous-espace cyclique engendré par z est

deg i, = degpu = deg x, = dim E

Théoréme 9.7. (Réduction de Frobenius)

Soit u € L(FE), alors il existe une suite (Py,...P,) de polynémes unitaires et une suite

(F1,..., F,) de sous-espaces stables telle que
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(1) E=F&---&F,.
(2) Yi, u|p, est cyclique de polyndme minimal P;.
(3) Po| Proq |-+ | Pr.

Cette suite (P, ..., P,) est appelé suites des invariants de similitude de u et elle caractérise

sa classe de similitude.
Remarque. Ainsi, u,v € L(E) sont semblables < ils ont les mémes invariants de similitude.
Ainsi, il existe de E dans laquelle u a pour matrice :

Cp,
Cr,

diagonale par blocs.

On a de plus
,U/u:Ph Xu:PIPr

Exemple. (Lien avec la réduction de Jordan)

Un bloc de Jordan est (la tranposée) de la matrice compagnon de X", et si u est nilpotent,
sa réduction de Jordan est sa réduction de Frobenius lorsqu’on écrit les blocs de Jordan par

taille décroissante.

NB : pour Frobenius, pas d’hypothése sur le polynéme caractéristique.

Démonstration. (Preuve du théoréme)
Par récurrence sur dim E.

Posons P; = p le polynéome minimal de u, alors,

dJre E, p, =P
Soit d = deg i, alors
Fy = Vect(z,u(z),. .., v (x))

est cyclique, de dimension d, et le polynéme minimal de u|g, est P.

On cherche un supplémentaire stable a F.
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Poser e; = x,e5 = u(x),...,eq = u?™(z), on compléte cette famille libre en une base

(e1,...,6,) de E.

On dispose de la base duale (e], ..., €}).

On considéere ¢ =€, on a
pler) =0,...,p(ea-1) = 0,p(eq) =1

Alors, la famille ¢,  u(y), ..., ('u)?"1(p) est libre dans E*.

Supposons g, ..., A\g_1 € K, tel que

On applique a eq, alors,

I
2 g
S
—~
]
—
<
~—

alors, \g_1 = 0.
On applique a ey, puis on peut obtenir A\;_», etc.
Soit G = (ot u(ep), ..., (fu)1(p)) et dim G = d

G est stable par ‘u, en effet, on a

Mty = [y

donc (*u)?(¢) est combilinaison lindaire de o, u(ip), ..., (*u)?1(p).

Soit B/ =G° C E,on adimE =n —d.
Montrons que E’ est un supplémentaire stable de F :
- Stabilité due a celle de G par ‘u.

- Supplémentaire :
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Soit y € Fy N E’, alors

d—1
y = Z au' ()
=0
On applique ¢, p(y) =0 :
d—1 ‘ d—1
> ai'w)(p)(@) =D aip(esr) =0
=0 1=0

alors, ag_1 = 0.

On poursuit en appliquant ¢ o u =t u(y),. .., (*u)? () et on obtient :
\V/’i, o = 0

d’ou F1 NE = {0}
On applique I'hypothése de récurrence a E', u|p:.

On trouve des polynémes unitaires P, ..., P,, des sous-espaces stables Fs, ..., F,, tels que

E=F& - --&F.

r, est cyclique de polynéme minimal F;, et on a

et (ulg,)|r = u

PT|PT—1|"'|P2

Ainsi, on a
E:F1®...®FT

il suffit, pour conclure, de voir que P | P;, ce qui est le cas par P = p,, est donc P;(u) =0,

en particulier sa restriction a Fj.

Unicité des polyndmes :

Supposons que, a coté de (Py,..., P, et (Fy,...,F,), on ait Q1,...,Qs des polynémes uni-

taires. Gy,..., Gy des sous-espases stables qui satisfait aux conclusions du théoréme.
Il faut voir : r = s et Vi, P, = Q;.

Remarque. Nécessairement Q)1 = i, donc P = @1 (d’ot dim F; = dim G1).

Soit j le plus petit indice i, tel que P; # Q;.
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Comme P, | P,_y | -+ | Pi+1 | Pj, Pj(u) s’annule sur les Fy, k> j, on a

Pj(u)(E) = Pj(u)(F1) ® - - & Pj(u)(Fj-1)
Comme E =G & --- B G, on a
Pj(u)(E) = Pj(u)(G1) & - - & Pj(u)(Gs)

On sait que u|p, est cyclique de polynéme minimal P;.

Donc, pour ¢ < j — 1, on a ul|g, et u|g, sont semblables, car dans des bases convenables, ils

sont donnés par la matrice compagnon Cp, = Cy,.

Alors, pour tout polynéme P, P(u|r,) et P(u|g,) sont semblables et en particulier on a
Vi <j—1, dim Pj(u)(G;) = dim Pj(u)(F;)
On a alors, en prenant les dimensions, que
dim Py(u) (Gy) = dim Py(u)(Gis) = - = dim Py(u)(Gs) = 0

d’ott Pj(u)(G;) =0, alors
Pi(ulg;) = 0= Q; | F;

Par symétries, on a aussi P; | Q);, d’ou

Contradiction. O]
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9.1 Compléments et applications
Remarque. Un endomorphisme cyclique a un unique invariant de similitude :
P=p=x

Proposition 9.8. Soit u un endomorphisme cyclique, alors, u et ‘u sont semblables.

Démonstration. Comme on a

Hty = [y
Xtu = Xu

donc, ‘u est cyclique. O

Proposition 9.9. VM € M,(K), M et*M sont semblables.

Démonstration. M est semblable & une matrice diagonable par blocs matrices compagnons

et c’est vrai pour les matrices compagnons. [

Proposition 9.10. Soit k, K deux corps, k C K, si A,B € M,(k) sont semblables dans
M, (K), alors, elles le sont dans M, (k).

Démonstration. On regarde les invariants de similitude de A sur k :

Ce sont aussi, par unicité, ses invariants de similitude dans M,,(K), les invariants de similitude

ne dépendent que "au plus petit corps" sur lequel on définit la matrice.

Si A et B sont semblables sur M, (K), alors elles ont mémes invariants sur k, donc elles sont
semblables sur k. O

Remarque. Les conditions de divisibilité entre les polynémes sont fondamentaux.

Exemple. Soit P,Q € k[X]| deux polynémes unitaires avec P A Q = 1.

Cp 0
0 Cq

représente un endomorphisme cyclique de polynéme minimal PQ).

La matrice
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En effet : on a vu que Cp est la matrice de multiplication par X dans k[X]/(P). Ainsi, on

peut voir M comme la matrice de multiplication par X dans
KIX]/(P) x k[X]/(Q)

k[X] est principal et le lemme de chinois donne un isomorphisme d’anneaux, et donc de
k[X]-modules :
K[X]/(P) x k[X]/(Q) ~ k[X]/(PQ)

espace cyclique de polynéme minimal P(Q).
De facon générale :

Cp 0
Proposition 9.11. P, Q € k[X] unitaires, les invariants de similitude de ( OP o ) sont :
Q

(ppem(P, Q), pged(P, Q))

Démonstration. Posons P = R{* --- Ry*, Q = Rf b Rf’“, ol R; sont unitaires irréductibles.

Alors,
k .
pged(P,Q) = P A Q = [[ r™ ™
=1

k
ppem(P,Q) = P v Q = [ [ R
=1

0

C
Considérer P
0 Cq

) revient a considérer la multiplication par X dans

k k

KIX]/(P) x k[X]/(Q) ~ Hk[X}/(R?") x [T kIX1/(R)

=1 =1
k ) k
~ [LHXI/ (RO o TTRX (R )
=1

i=1

~ K[X]/(P A Q) x KX]/(PV Q)

CP\/Q 0
0  Cpro

donné par
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avec PAQ | PV Q. ]

Caractérisations des endomorphismes cycliques

Définition 9.12. Soit v € L(E), le commutant de u est
Com(u) ={v € L(F) |,2vou=wuouv}

Proposition 9.13. u € L(E) est cyclique < Com(u) = k[u] = {P(u) | P € k[X]}

Remarque. Pour tout endomorphisme, on ak[u] C Com(u).

Démonstration. Supposons u cyclique et soit v € Com(u).

On dispose d’une base de E :

On écrit :

alors, Vk € {1,...,d— 1}, on a

o . -1 _
ainsi, v coninde avec » _j a;u’ sur la base.

Donc, on a

Inversement : supposons C'om(u) = k[u] et montrons que u est cyclique.
Si u n’est pas cyclique, il y a au moins 2 invariants de similitude Py, Py avec Py | P;.

Les sous-espace cyclique correspondants Fy, F, sont stables par u (pour simplifier, supposons

qu’il y en a juste 2).
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Alors, la projection p sur Fy parallément a Fy est dans Com(u), si p = Com(u) polynéme en
u, alors P(u)|g, =0, donc P, | P.

De plus, (p(u) —1d)|p, =0, donc Py | P — 1.

Comme P; | Py, c’est impossible : P, ne divise pas 1. n

Proposition 9.14. Supposons k infini, alors u € L(E) est cyclique si et seulement si u ne

posséde qu’en nombre fini de sous-espace stables.

Démonstration. Supposons u soit cyclique, alors
E~E[X]/(P), P=

ou u agit par multiplication par X dans k[X]|/(P).

Un sous-espace stable est un idéal de 'anneau k[X]/(P), on utilise alors la correspondance
bijective entre idéaux du quotient k[X]/(P) et les idéaux de k[X] contenant 1'idéal (P).

De tels ideaux sont principaux, de la forme (Q) avec @ | P, or P n’a qu'un nombre fini de

diviseurs de degré > 1.
Réciproque :

Dire que u est cyclique, c’est dire

3z, Vect(z,u(z),...,u*(x))=E,=F

Si ce n’est pas le cas, alors, £, C E.

S’il n’y a qu’un nombre fini de sous-espaces stables, considérons FEi, ..., F,, ces sous-espaces
#+ F.
On a alors, Vo € E, E, = E; pour un j € {1,...,r}.
Ceci donne .
E=JE
i=1
Or, si k est infini, ceci n’est possible que si I'un des F; vaut E. O

Lien entre réduction de Frobenius et décomposition de Jordan

On considére u € L(E) de polynéme caractéristique scindée.
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De Frobenius & Jordan

Il faut savoir calculer la décomposition de Jordan d’une matrice compagnon Cp, si P(X) =
[T(X — \)*, alors
E = @ker(u — N\Id)™

Dans chaque ker(u — A\;Id)%, on a le bloc

ceci car on a une matrice compagonnon et Cp posséde la propriété suivante :

Chaque valeur propre \; est de multiplicité 1.

En effet,
0 —Aayg
0 —a
Cp = o
1 —Qr—
alors, on a
A ao
-1 A ay
AMd—-Cp = :
-1 A Ar_9
—1 )\ + Qr_1

multiplicité de A est la dimension du noyau de cette matrice.
Mais cette matrice est de rang n — 1 (bloc avec les —1 sous le diagonale).
Ainsi, pour chaque valeur propre \;, il ne peut y avoir qu’un seul bloc de Jordan.

De Jordan & Frobenius

Parmi les matrices de Jordan, quels sont les endomorphisme cycliques ?

Lemme 9.15. Considérons une matrice diagonale par blocs, avec blocs de Jordan Jy, ;.

Alors, elle est cyclique si et seulment si les \; sont 2 a 2 distincts.
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Démonstration. On veut polynéme minimal = polydéme caractéristique.

Oron a:

(1) Le polynome caractéristique d’un matrice triangulaire par blocs est le produit.
(2) Le polynéme minimal est le ppcm.

Concretement, si on dispose de la décompositions de Jordan de M : J,,,,, pour chaque \;,

on regarde les (X — \;)™ et on choisit un (X — \;)"™ avec r; minimal.

On fait le produit avec les \; distincts : ¢a donne Pj, puis procede de méme avec les blocs

restant. O



118 10 FORMES SESQUILINEAIRES
10 Formes sesquilinéaires

Soit £/ un C-espace vectoriel.

Définition 10.1. Une application semi-linéaire f : ' — E est une application additive

Ve,y € E, f(z+y) = f(x)+ fy)

et satisfait
YA€ C,x € E, f(\r) = \f(z)
Exemple. Si ¢ € E*, alors, 'application

Pix— T

~—

est semi-linéaire.

Définition 10.2. Soit £ un C-espace vectoriel, une forme sesquilinéaire sur E est une ap-

plication ¢ : E x E — C, telle que :

@ est semi-linéaire par rapport a la premiére variable et linéaire par rapport a la deuxieme

variable : pour Vx,y, 2,y € E,

(@, \y+y') = Aoz, y) + ¢z, y)
o(Ax + ', y)

Il
>
S
—~
8
<
+
—~
H\
P

Définition 10.3. Une forme sesquilinéaire est dite a symétrie hermitienne si

Va,y € B, o(y,z) = o(z,y)

Remarque. On a alors :
Vo, o(x,z) € R

Définition 10.4. Soit ¢ une forme sesquilinéaire, x,y € E sont dits orthogonaux, si
plz,y) =0
Remarque. Si ¢ est de plus a symétrie hermitienne, cette relation est symétrique.

Constructions :
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Soit ¢ sesquilinéaire, alors Va € E, 'application

E—=C
y = o(x,y)

est dans E* et on construit aussi une application :
0 B — Ex
Ty = ()
© est semi-linéaire.

Définition 10.5. On dit que ¢ est non dégénérée si P est injective, i.e. si
ker® = {z € E'|Vy € E,p(z,y) = 0} = {0}
i.e. si les seuls vecteurs x orthogonaux a tout E sont 0.

En dimension finie, ceci équivaut a © est bijective.
Matrice d’une forme sesquilinéaire :

E est de dimension finie et (eq,- - ,e,) une base de F, si ¢ est une forme sesquilinéaire, elle

est complétement déterminée par les p(e;, e;), 1 <i,j <n.
En effet, six = Y"1 xie; et y =D 0 y;e;, alors,

plr,y) = Y ole, )Ty,

1<i,j<n

La matrice (¢(e;, €5))1<ij<n €st appelée matrice de ¢ dans la base (eq, ..., e,).

Proposition 10.6. ¢ est non dégénérée si et seulement si sa matrice est inversible.

En effet, la matrice de ¢ est aussi la transposée de @ dans les bases e = (ey,...,e,) et

e* = (e},...,e) la base duale.
Remarque. On est en train de considérer la matrice d’'une application semi-linéaire.

Si E, E' sont des C-espace vectoriel de dimension finie, e = (eq,...,e,) une base de E, f =

(f1,..., fp) une base de E’, alors, une application semi-linéaire u : E — E’ est complétement
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déterminée par la matrice (u;j)i>n j>p donée par

p
u(ej) = Zuijfi, U5 € C
i=1

Ve € E, x=> " x;e;, alors les coordonnées de u(z) dans f sont donées par
A . E, A = (u”)

Proposition 10.7. dim E est finie, ¢ est non dégénérée, alors la relation d’orgonalité est
symétrique (on dit que p est réflexive) si et seulement si ) sesquilinéaire a symétrie hermi-

tienne et A € C, tel que ¢ = M.

Démonstration. ¢ est non dégénérée, alors,

0 B — Ex
T pp = ()

est bijective.

Considérons y — ¢(y, x), c’est une forme linéaire @, .

Comme la relation d’orthogonalité est symétrique :

(e, y) = (. y)
ainsi,
Pa(y) =0 pa(y) =0
Ainsi, Vo € E, les formes linéaires ¢, et p, ont méme noyau.

On sait alors qu'il existe a(x) € C, tel que

—~

Px = a(x)g%

P et ¢ sont bijectives et semilinéaires.
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Considérons (p)~! o @ : cette application est linéaire et on a, si h = (¢)~! o @, alors,
)low.
?) " (al(2)es)

x)x

6l

h(z) = (
(

e

Alors, h : E — FE est donc une homothétie, donc
da € C,Vz, h(z) = ax

ie. v, = ap,, i.e.

Yy, x, o(y,r) = ap(z,y)

Alors, on a

donc, |af? = 1.

Posons A = az, ¥(z,y) = A(z,y), on a

Dorénavant, on considére des formes sesquilinéaires & symétrie hermitienne, on la associe une

forme quadratique hermitienne, on dit aussi forme hermitienne :



122 10 FORMES SESQUILINEAIRES

Définition 10.8. Si ¢ est sesquilinéaire a symétrie hermitienne, on pose

h: E—C

x = p(x, )

Remarque. h(xz) € R et
VA € C, h(Ax) = |A\*h(z)

Identité du polarisation

On retrouve ¢ a partir de h, via :

Pl y) = {(h(a +y) — bl — y) + ih(z — ig) — ih(z + iy)

Remarque. On a

h(x +y) = h(z) + h(y) + 2Re(p(z,y))

Propriété : Soit h une forme hermitienne, la matrice de h dans une base de E est la matrice

de ¢ dans cette base : H = (¢(e;, €5))

Cette matrice est une matrice hermitienne, i.e.

H = (hij), hij = hji

Inversement, toute matrice hermitienne H € M, (C) détermine une forme hermitienne sur
C" via :

(v,y) =" THy

Notation : Si H = (h;;) € M,,(C), H* = (hy;) avec h;; = hy; : H* =t H.

Proposition 10.9. Les matrices forment un R-sous espace vectoriel de M, (C), de plus, si
on note H,(C) = {H hermitienne}, alors,

M,(C)=H,(C)®:H,(C)

ot iH,(C) = {matrices antihermitiennes i.e. tel que M* = —M}
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Démonstration. On pose

1
1
= —(A—- A"
s 22’( )
Alors, A= H + iR, H* = H, R* = —R. O

On a vu l'effet d’'un changement de base, soit h est une forme hermitienne, H est sa matrice

dans une base e et H' est sa matrice dans une autre base €’.

Si P est la matrice de passage, alors

H = P*HP

On constate qu’on a une action de GL,(C) sur les matrices hermitiennes P € GL,(C),
H e H,(C),
P-H= (P Y HP!
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10.1 Orthogonalité

Soit h une forme hermitienne non dégérée (i.e. sa matrice dans une base quelconque est

inversible).

Définition 10.10. A C E, alors,
At ={z € E|Vy € A p(r,y) =0}

est un sous espace vectoriel.

Proposition 10.11. 57V C E est un sous espace vectoriel de dimension p et dim E = n,

alors V* est de dimension n — p.

Démonstration. Soit ¢ : E — E* antilinéaire bijective, (V1) est l'orthogonal est de V dans
E*.
On sait que cet orthogonal est de dimension n — p (V°(vu dans Ex) ~ (E/V)*).

Et comme © est bijective, on a

dimV+t=n—p

Attention : on n’a pas toujours que V N'V+ = {0}.

Exemple. ¢(z,y) = Tayn — Tays sur C2, h(x) = 1] — |2[2, alors,

00

Définition 10.12. z € E est dit isotrope si ¢(x,z) = 0.
Définition 10.13. Un sous espace vectoriel V' est dit isotrope si V NV £ {0}.

Proposition 10.14. Si V' est un espace vectoriel non isotrope, alors,
E=VeaV*

Proposition 10.15. Si E est de dimension finie, V et W sont des sous espace vectoriel de

E, alors,

(1) VHt =V.
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2)(V+W)t=vinwt
(3) (VW) =vi4wt

Démonstration. (1) On a V C (V1)1, d’'ot égalité via les dimensions.

(2)immeédiate.

(3) S’en déduit par passage a l'orthogonal. O
Définition 10.16. Soit ¢ sesquilinéaire a symétrie hermitienne sur £ de dimension finie,

une base (ey,...,e,) de E est dit orthogonale si Vi # j, ¢(e;,e;) = 0. Dans cette base, la

matrice de ¢ est diagonale.

Définition 10.17. Soit ¢ comme ci-dessus, on appelle rang de ¢, noté rg(y), le rang de sa

matrice dans une base quelconque.

Théoréme 10.18. Soient E un C-espace vectoriel de dimension n, ¢ sesquilinéaire o sy-
métrie hermitienne, alors, il existe une base de E dans laquelle la matrice de ¢ est de la

forme :

Soient r le nombre de 1 et s le nombre de —1, le couple (r,s) est appelé la signature de ¢ et

il est completement déterminé par p, on a
r+s=rg9(p)

Démonstration. On se raméne au cas ol ¢ est non dégénérée.

Si N est le noyau de ¢, i.e.

N={zecE|VYy,¢(x,y) =0
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un sous espace vectoriel de F.

On peut prendre un supplémentaire F' de N, et la restriction de ¢ a F' est alors non dégénérée
(Sinon, Jy € F, tel que Vz € F,p(y,z) = 0 et alors on a aussi Vz € N, p(y,z) = 0, d’on
ye Nety=0.)

On procéde par récurrence sur dim £ = n.
n = 1, clair.

n > 2, il existe dans £ un z non isotrope (sinon, Vz, h(z) = ¢(z,x) = 0 et par polorisation,
Vo, y, e, y) = 0.

Soit e € E, tel que p(eq,e1) # 0, V = Ce; est nonisotrope et

E = (C61 D (((361)L

On considére la restrictino de ¢ & (Ce;)* & qui on peut appliquer 'hypothése de récurrence.

On trouve une base (es, ..., e,) dans laquelle la matrice de ¢ est de la forme :

On sait que (e, e1) € R, on pose

1 :
—————ey, si p(eg,e1) >0
/ 90(617 61)
ey = 1
———ey, si p(er,e1) <0
@(61, 61)
et dans la base (€], es,...,€,), ¢ est (& permutation prés) de la forme voulue.

Ici, 7 + s = rg(p).

De plus, r et s sont bien déterminés par ¢.

Supposons ¢ non dégénérée et qu'il existe 2 bases de E (eq, ..., e,), (€], ..., ¢e),) dans lesquelles
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@ aurait pour matrice

et on a

r+s=r"+s=n

Soit F' = Vect(ey, ..., e,) et G = Vect(e,4,...,e,).
Size FNG,x#0,0on a:

o(z,x) >0, vu dans F.

o(x,z) <0, vu dans G.

C’est impossible, alors,

FnG={0}

Donc, on a

r4+s<n r<n—s=1r

2 . / N
par symétrie, r < 7, ou

]

Définition 10.19. Deux formes sesquilinéaires ¢, 1 a symétrie hermitienne sont dites équi-

valentes sil existe u € GL(FE), tel que

Va,y € B, P(x,y) = e(u(z), u(y))

En termes de matrices, si A, B sont leurs matrices dans méme base de F, 3P € GL(FE), tel
que B = P*AP (i.e. dans la méme orbite pour l'action de GL(FE)).



128 10 FORMES SESQUILINEAIRES

Théoréme 10.20. Deuz formes @, 1 sont équivalentes si et seulement si elles ont méme

signature.

Définition 10.21. Une forme hermitienne est dite positive si Vo € E, h(z) > 0; est dite
définie positive si Vo € E, h(z) > 0 et h(z) =0= 2 =0 (i.e. Vo # 0, h(z) > 0).

Définition 10.22. Une forme hermitienne définie positive est appelée produit scalaire her-

mitienne.
Exemple. Dans M, (C), on pose ¢(A, B) = Tr(A*B), alors
p(B,A) = Tr(B"A)
= Tr((A"B))
Tr("(A*B)) ( B))
Ti(A*B)

et

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoréme 10.23. Soit h une forme hermitienne > 0, ¢ une forme sesquilinéaire associée,

alors, Vx,y € E, on a
lp(z,y)| < /h(@)h(y)

De plus, si h est définie positive, il y a égalité si et seulement si x et y sont liés.
Démonstration. Soient x,y € E, alors,
VAeC, oz + My, +Ay) >0

c’est-a-dire que

h(z) + [APh(y) + 2Re(Xp(z,y)) >0

Posons p(x,y) = pe, p > 0.
Si p =0, OK.
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On suppose que p > 0, posons A = tp~ ¥ t € R.

On a
h(z) + t*h(y) + 2pt > 0

Ce polyndéme réel en t de degré 2 doit avoir un discriminant < 0 :
p* = h(@)h(y) < 0= |p(z,y)]* < h(z)h(y)

Si h est définie positive et cas d’égalité, le polynéme a une racine double ty et p(z + Ay, x +

\y) =0, A = toe™ ¥ alors,

T = —toe*wy

Norme associée a une forme hermitienne définie positive :

On note < z,y >= ¢(x,y).

Proposition 10.24. L’application

z =/ h(z) =[]

est une norme sur E.

Démonstration. On a ||z|]| > 0 et ||z =0« x = 0.
| Az|| = |Al||z]| : clair.

Inégalité triangulaire :

On a
2+ yl* = h(z +y)
= h(z)+ h(y )~|—2Re<x y >
< h(z) + h(y) +2M
= (Vh(z) + vh(y))
alors, on a

lz+yl1* < llzl* + Iy ]*
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Cas d’égalité : on doit avoir
Re < z,y >= v/h(x)h(y)

d’ou déja égalité dans Cauchy-Schwartz, d’ott y = Ax avec A € C.
Alors,

Re <z, \x >= \/h(z)\/|\2h(z) = |A|h(z)

alors, on a
h(z) Re(A\) = |A|h(x)

d’ott Re(\) = |A|, i.e. A € R¥.

Conclusion : il y a égalité dans I'inégalité triangulaire si et seulement si x et y sont positive-

ment liés. O
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10.2 Espace hermitien

Définition 10.25. On appelle espace préhilbertien un C-espace vectoriel muni un produit
scalaire hermitienne (pas nécessairement de dimension finie) si ’espace est de plus de dimen-

sion finie. On parle d’espace hermitien.

Remarque. On dispose ainsi d'une norme, donc d’une topologie.

Remarque. On a introduit, pour M € M, (C*), M* =* M, on I'appelle matrice adjointe.
Dorénavant, (F, <>) est un espace hermitien.

Proposition 10.26. (Adjoint d’un endomorphisme)

Soit u € L(F), il existe un unique u* € L(E) tel que

Ve,y € E, <u(x),y >=<z,u"(y) >

Cet endomorphisme u* est appelé adjoint de u.

Démonstration. On utilise le fait que toute forme linéaire sur E est de type y —< z,y >

pour un certaint x € E.

Soit u € L(F), x € E, alors, application :

E—C

y—<zu(y) >

est forme linéaire.

Donc, 3z’ € E, tel que Yy € E,

<z y>=<uz,uly) >

Posons ' = u * (x), on vérifie que = +— u*(x) est linéaire.

<u(z+ A2),y > =<z+ Iz,u(y) >
=< z,u(y) >+ < z,uy) >
=< u*(z),y >+ <u'(2),y >

=<u'(x) + ' (2),y >
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d’ou

u (x4 Az) = u"(z) + \u*(2)

En suite, on a

<u(z),y >=<y,u(x) >

= <u*(y),z >
=< z,u"(y) >
[
Proposition 10.27. (1) (u*)* = u.
(2) (u+ \)* = u* + \v*.
(3) (wow)" =v*ou*.
Démonstration. (3) on a
<, (uoy)'(r) >=<uouv(r)y >
=<w(z),u"(y) >
=<z, v ou*(y) >
[
Proposition 10.28. ker u* = (Imu)t, Imu* = (ker u)?’.
Démonstration. On a :
xr € keru® & u(z) =0
e Vy, <u'(z),y >=0
<Yy, <z,u(y) >=0
s rc (Imu)t
[

Proposition 10.29. Soit u € L(E), e = (e1,...,¢e,) base orthonomale de E, i.e. une base

telle que < e;,e; >=0;; et M est la matrice de w dans e. Alors, la matrice de u* dans e est
M*.
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Démonstration. Notons M = (m;;), alors,

n
U(Gj) = Z mije,-
=1

et on a alors

mi; =< e;,u(ej) >
=< u'(e;),e; >

= < ej,u*(e;) >

— o/
= mji

et
M' = (m};) = Mat(u")

1

Endomorphisme normaux

Définition 10.30. Soit F un espace hermitien, u € L(F) est dit normal, si

Théoréme 10.31. Les conditions suivantes sont équivalentes, pour u € L(E).

(1) u est normal.

(2) Ve € E, |[u(x)|| = [lu*(@)].

(3) VF sous-espace vectoriel par u, F' est stable par u*.
(4) VF sous-espace vectoriel par u, F* est stable par u.

(5) u est diagonalisable en base orthonormée.

133
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Démonstration. (1) = (2) On a

(2) = (1) On utilise un lemme : soit f € L(E), tel que Vz, < f(z),z >= 0, alors, f = 0.

Remarque. Ici, E est un espace hermitien sur C, le résultat est faux sur R.

Posons : . .
91=§(f+f ) QQZZ(f—f)
alors, on a
g1 =91, 9o = 92
et f=g1+1igs.
On a

< flx),x >=< g1(x),x > —i < go(x), 2 >

mais < gi(x),x >= 0, car

<gi(z),r > =<z, g (r) >
=< gi(x),x >

de méme < go(x),x >€ R.
Alors, Vz, on a

<gi(z),x >=0, < go(z), 2 >=0

Posons ¢(x,y) =< g1(x),y >, ¢ est une forme sesquilinéaire a symétrie hermitienne.

On a
Vo, p(z,z) =0

donc, par polorisation :

Va,y, o(z,y) =0

le. < gi(x),y >=0.
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A x fixé :
Yy, < gi(z),y >=0= gi(z) =0

De méme gy(z) = 0, alors f = 0.

Retour & (2) = (1) On suppose Vz, ||u(z)|* = ||u*(z)||?, alors

<u(z),u(r) >=<u*(z),u"(x) >
= < uu(z),r >=< wu*(r),x >

= < (wu* —u'u)(z),z >=0, Vo

Prenant f = u*u — uu* dans le lemme, on a

(1) = (3) et (4) On a E = F @ F* et on choisit des bases orthonormées, elles forment alors

A B A* 0
et
0 C B* C*

car on a pris une base orthonormée de E.

une base orthonormée de E.

La matrice de u et u* est :

On constate :
I est stable par u* & B* = 0.
F* est stable par u < B = 0.

De plus, on a

AA* + BB* BC* A*A A*B
MM* = . MM =
CB* olon B*A B*B+C*C

Donc,
MM*=M*M = AA*+ BB* = A*A

et alors, on a

Tr(AA* + BB*) = Tr(AA*) = Tr(BB*) = 0
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On pose B = (bij)1<i<dim F,1<j<dim F+, alors

Tr(BB*) =Y _|by*=0

0,3

d’ou Vi, j, |bjjl =0et B=0.
Inversement, si on a (3) ou (4), on a B = 0.
(4) = (5) Sur C, u posséde au moins une valeur propre.
On fait une démonstration par récurrence sur dim F.
e n =1, cest clair.
e n > 2 Soit A € C un valeur propre et x # 0 un vecteur propre
F = Cx est stable par u, donc F'* I'est aussi.

Dans des bases adaptées, u et ux ont pour matrices :

A0 --- 0 A 0 --- 0
0 C . 0 C*
0 0

Alors,

wt =u'u = CC" =C"C
Ainsi, les restrictions de u et u* & F* commutent.
u|p1 est normal et on applique la récurrence :

Il existe une base orthonormée de F* formé de vecteur propres de u, d’otl, avec x, une base

orthonormée de FE, dans laquelle u est diagonal.

(5) = (1) Si, dans une base orthonormée, u et u* a pour matrice

A A1

d’ol
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]

Corollaire 10.32. M € M, (C) avec MM* = M*M, alors Fu € GL,(C), u*u =Id, tel que

uMu* est diagonale.

Définition 10.33. Une matrice unitaire :

u € GL,(C), tel que u*u = u*u = I,,.

Remarque. u est unitaire < ses vecteurs colonnes forment une base orthonomée de C* muni

du produit scalaire hermitien usuel.

(Exercice : le vérifier.)

Cas particulier du théoréme

(1) Endomorphismes hermitiens :

u € L(E), tel que u = u*, u est diagonalisable en base orthonomée et de plus, ses valeurs

propres sont réelles.
Ceci caractérise les endomorphismes hermitiens.
(2) Endomorphismes antihermitiens :

v € L(E), tel que v* = —v, i.e. v = iu avec u hermitient, les endomorphisme antihermitiens

sont diagonalisables en base orthonormée de valeurs propres imaginaires pure.
Ceci les caractérise.
(3) Endomorphismes unitaires :

u € L(E), tel que uu* = u*u = Id, ceci signifie que u préserve le produit scalaire hermitien :

Vr,y, <u(z),uly) >=<z,y >

Par polorisation, c’est aussi équivalent a

Vue E, [lux)] = ]

Résultat :

u € L(F) unitaire si et seulement si u est diagonalisalbe en base orthonormée avec des valeurs
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propres de module 1 :

A1 A1 1
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10.3 Projecteurs orthogonaux

E hermitien, F' C E, le projecteur orthogonal sur F' est le projecteur d’image F' et de noyau
Ft.

Proposition 10.34. Un projecteur p est orthogonal si et seulement si p = p*, i.e. les pro-

jecteurs orthogonaux sont caractérisés par :

Démonstration. Si p est orthogonal, alors kerp = (Imp)t et dans une base orthonomée sa
I, 0O
0 0

Inversement, si p = p*, ses sous-espace propres sont orthogonaux, en effet, si x et y sont deux

matrice

qui est hermitienne.

vecteurs propres de différents valeurs propres :

1
<z,y>=< —px,y >

A1
< ! fy >
= _I,
N Py
< L >
—< 2,
N Py
=2 cqy>
1
alors,
<z,y>=0
et on a

(Imp)* = kerp

Symeétries orthogonales

Ce sont des symétries, i.e. s € L(E), tel que s? = Id et tels que les sous-espace propres, pour

les valeurs propres 1 et -1 sont orthohonaux.



140 10 FORMES SESQUILINEAIRES

Une symétrie orthogonale est caractérisée par

Remarque. Si F' C E, (ey,...,e,) une base orthonormée de F, alors le projecteur orthogonal

sur F' est donnée par :

k
Vx € E, p(x) :Z < e,T > e
i=1

Si s est le symétrie orthogonale par rapport un sous-espace F' (i.e. F' = ker(s — Id), on

I’obtient a partir du projecteur orthogonal par :

Orthonormalisation : Procédé de Gram-Schmidt

Soit (eq,...,e,) une base quelconque de FE, alors il existe une base orthonormée de E,
(v1,...,0,), telle que, Vi € {1,...,n},

Vect(ey, ..., e;) = Vect(vy, ..., v;)

i.e. la matrice de changement de base est triangulaire supérieure.

Si on impose que les coefficients diagonaux sont > 0, elle est unique.

Démonstration. On procéde pas a pas :

lexl]

vh = ea3— < v, e9 > vy € Vect(eg, )

U1

alors, < v},vy >= 0 et on pose

/
Uy
Vg =
[[oa
A la k¢ étape : si on a déja vy, ..., v5_1, on prend pour vy, :
k—1

U%zek—z<vj,ek>vj7é0

=1
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car e; ¢ Vect(vy,...,v5_1) = Vect(ey,...,ex_1), 0on a
Viel,...,k—1, <wvjv,>=0

et on pose
/
Yk

Vp = 7
[Vl

Interpretation :

Si A € GL,(C), il existe U unitaire et T" triangulaire supérieure a termes diagonaux > 0, tel
que

A=U-T
et ce couple est unique.

En effet, les vecteurs colonnes de A forment une base de E, on applique a cette base le procédé
de Gram-Schmidt et on obtient une base orthonormée, i.e. les vecteurs colonnes d’une matrice

unitaire.
Notation :
U,(C) = {matrices unitaire}

Remarque. Siu € U,(C), detu est de module 1.

Définition 10.35. SU,(C) = {u € U,(C) | detu = 1}

Dans U, (C), on dispose de matrice

avec |A| = 1.
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Leurs conjugées dans U, (C) sont appelées "pseudo réflextions".

Une pseudo réflextion est ainsi u € U(FE) groupe unitaire telle que ker(u — Id) hyperplan et

sur ker(u — Id)*, u agit par multiplication par un nombre complexe de module 1.
Proposition 10.36. Le centre est

Z(Un(C)) = {Md | [A] = 1}
Démonstration. A € Z(U,(C)), A doit commuter avec toutes les pseudos réflexions, donc

stabiliser toutes les droites vectionnelles, donc étre une homothétie. O

Proposition 10.37. U, (C), SU,(C) sont compacts.

Démonstration. Prenons la norme sur M,(C), déduite de celle de C" avec la norme hermi-
tienne, i.e.

[All = sup  [|Az]

zeCn, lzl|=1

Alors, A € U,(C) (resp. SU,(C)) si et seulement si

wu* = I(resp. u'u =1, detu = 1)

Or les applications u — u* et le produit sont des applications continues, donc ces conditions

définissent des sous espaces fermés, de plus, si u € U,(C), ||u|| = 1, donc, ils sont bornés. [

Racine carrée positive :

Définition 10.38. Soit u € L(F) hermitient, on dit que u est positif si Vo € E, < u(z),z >>

0, ceci équivaux a VA valeur propre de u, A > 0.

Démonstration. = Immeédiat.

< On prend une base orthonormée de vecteurs propres (eq, ..., e,) de valeurs propres > 0,
ALy ey A

Alors, Ve € E, x =Y " | x;e; et

n n n
<u(z),r >=< in)\iei,Zwiei >= Z)\lel\"
i=1 i=1 i=1
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Proposition 10.39. Soit u € L(E), hermitien positif, alors Jv € L(E) hermitien positif, tel

que u = v2.

Démonstration. On se place dans une base orthonormée de vecteurs propres (eq,...,e,),
valeurs propres \; > 0, on dispose des v/ \;.

On prend 'endomorphisme ayant ey, ..., e, pour vecteur propres et v/Ay,...,v/\, comme

valeurs propres associée. O

Remarque. v est unique car si v?> = u, v commute avec u, donc stabilise les sous espaces

propres de u.

Sa restriction & un sous espace propre est hermitienne car v l'est et les sous espaces propres

sont orthogonaux et v2 = X Id, alors v = v/AId si v est hermitien positif.
Décomposition polaire :

Définition 10.40. Une endomorphisme hermitienne est strictement positve si Vo € E, x # 0,

< u(z),z >> 0, ceci équivaut a ce que toutes les valeurs propres de u sont > 0.
Définition 10.41. Analogue d'une matrice hermitienne > 0.

Théoréme 10.42. Soit A € GL,(C), alors il existe un unique couple (U, H) avec U € U, (C)
et H hermitienne > 0, tels que A=U - H.

Remarque. Ceci est 'analogue dans le cadre matriciel de I’écriture :
V2#0,3p>0,0 €R, z = pe'
Démonstration. Si (U, H) exists, A=UH, A* = H*U*, alors

A*A=H*H = H?

Remarque important : si A € GL,(C), A*A est hermitienne > 0, en effet, on a

< A*Az,z >= ||Az|?

Ainsi, H est nécessairement 'unique racine carrée strictement positive de A*A.

Soit donc H cette racine carrée. Comme on veut A = UH, on prend U = AH ! et on vérifie
que U € U,(C) :
U'U=H'A"AH " =1d
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]

Proposition 10.43. Soit A € M, (C), alors 3U wunitaire, 3H hermitienne > 0, tels que
A=UH.
Démonstration. On utilise le résultat précédent et la densité de GL,(C) dans M, (C) :

Si A e M,(C), 3p > 0, tel que
Vz2eC,0< |z <p, A—2z2I € GL,(C)

ceci set vrai car det(A — zI) = ya(z) n’a qu'un nombre fini de racine.

Retour au démonstration :

Soit A € M,,(C), 3 une suite (Ag)ren, Ax € GL,(K), telle que Ay — A dans M, (C).
Pour chaque Ay, on a Ay = Uy Hy, avec Uy € U, (C), Hy > 0.

Un(C) est compact : il existe une sous-suite (Uyr)) qui converge vers U € U,(C), (Ayw))

converge encore vers A.
Alors,
Homy = Ugy Apr)

converge vers une matrice H, avec H* = H et H > 0, dou H =U*A, A=UH. n
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10.4 Matrice de Gram d’un systéme de vecteurs

E hermitien, (eq,...,e,) des vecteurs de F.

Définition 10.44. La matrice de Gram de ce systéme est
Gler,...,en) = (< e e >)1<ij<k € Mi(C)

Proposition 10.45. (1) G(ey,...,e,) est hermitienne > 0 et elle est > 0, si et seulement

sieq,...,e, est famille libre.

(2) rgG(eq, ..., e,) = dim Vect(ey, ..., e,).

Démonstration. On note G(ey,...,e,) = (gi;) et g;; =< e;,e; >= < ej,¢; > = Gy;, d'olt
hermitienne.
Calculons, dans C", pour = = (z1,...,x,) € C",

< G($’),IL’ > = Z T; < e,e5 > X
1<i,j<n

= E < Z;e;, xje; >
1<i,j<n

=< Z Xié;, Z Tje; >

1<i<n 1<j<n

= Y mel* >0

1<i<n

On a écrit < G(x),z > produit scalaire dans C* pour z =< x,...,r, > en terme du produit
scalaire dans ' du vecteur Y7 | xie; € B0 < G(x), 0 >= || Y0, Ties]?

On voit que
<Gx),r>=0& inei =0
i=1
Considérons donc I'application linéaire :
f:C"—=F

n
(1’1, . ,.Tn) — inei
=1
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Imf = VeCt(€17 s 76n>
rgf = dim Vect(ey, ..., e,)

Comme G est hermitienne positive, on dispose de la forme sesquilinéaire a symétrie hermi-
tienne :

p:(z,y) =< Gz),y >
@ est positive.

Alors, I'inégalité de Cauchy schiwarz dit que

Gr)=0e< G(z),z>=0

= clair.

< < Gr),y >< /< G(x),2 >\/< G(y),y >, si <G(x),z >=0, alors Vy, < G(x),y >=0
dans C", donc G(z) = 0.

Ainsi,
rekerG o< Gx),r>=0%& f(x)=0
Ainsi,
rgf = dim Vect(ey, ..., e,)
]
Soit V' = (eyq,...,e,) et notons d la distance déduite de la norme.

Théoréme 10.46. Sia € E, alors d(a,V)?* = W

Démonstration. Si p est la projection orthogonal £ — V| alors

d(a,V) = [la = p(a)

Posons p(a) = >, \ie;, A € C.
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On a
<a,a> <a,e > --- <a,e,>
<e,a> <e,er > - <e, ey >
G(a7€17"'76n>: . . .
<ep,a> <ep,ep> o < ey, ep >
Appelons Cy, C4, ..., C, les vecteurs colonnes, on remplace Cy par Cy — Y " | A;,C;, ceci ne

<a,a—Yy o Ne >
<e,a— Z?:l Ai€; >

change pas le determinant et transforme Cj en , alors
< lpy@— Y Nie >
<a,a—pla) > <ae > -+ <a,e, >
<epa—pla)> <eep> - <epe, >
Ga,e1,... )] = . . .n
<ep,a—pla)> <epep > - <ep e, >
On a < e;,a —p(a) >=0> car a — p(a) L V.
Alors,
<a,a—pla) >
i ) X
a,€1,...,6n)| = .
. G(eljooojen)
0

Comme < a,a — p(a) >= |la — p(a)||?, on a

Gla,e, ... en)| = lla—p(a)|*|Gles, ... en)]

Remarque. On a utilisé plusieur fois, le théoréme de Pythagore :

Sixz Ly, alors
2+ yl* = [l + |yl

Ici, dans le cas hermitien, 1’égalité de Pythagore n’implique pas I'orthogonalité.
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10.5 Compléments et applications

Réduction simultanée de 2 formes quadratiques hermitiens dont 1’une est définie

positive :

Théoréme 10.47. Soit A € M,(C), hermitienne définie positive, B hermitienne, alors
P € GL,(C) et D diagonale, telles que A = P*P, B = P*DP.

Interprétation : P € GL,(C), matrice de changement de base, dans la nouvelle base, la forme

hermitienne définie par A a pour matrice Id, i.e. la nouvelle base est orthonormée pour cette

forme hermitienne et cette base est orthogonale pour la forme hermitienne définie par B.

Théoréme 10.48. Soit A matrice hermitienne A > 0, C' hermitienne, alors AC' est diago-

nalisable.

Démonstration. Si A est définie positive, elle définit un produit scalaire hermitien :

X,Y eC", <X, Y >=' XAY

B est hermitienne, définit une forme sesquilinéaire hermitienne sur C",

o(X,Y) ="' XBY

On travaille dans le structure hermitienne <, >, on sait alors que toute forme hermitienne
est représentée par un endomorphisme autoadjoint alias hermitien pour cette structure, Ju €
L(C™), tel que

o(X,Y) =<u(X),Y >=< X,u(Y) >

Pour le théoréme 1 :

On applique le théoréme de réduction, il existe une base orthonormale pour <, >, dans

laquelle u est une matrice diagonale.

Soit C' la matrice de u dans la base standard de C", on a

o(X,Y)=' XBY
=t CXAY
—t X'CAY
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Alors, on a

B=C"A=AC
et A7'B = O, matrice de u et on sait que u diagonalisable en base orthonorée pour <, >.
C’est ce qui donne la matrice p.

Pour le théoréme 2 :

A > 0, C hermitienne, considérons A~! hermitienne définie positive, donc, d’aprés ci-dessus
(en changeant les roles de B et de C'), et en remplagant A par A~!, on a AC est diagonalisable.

(Dans une base orthonormée pour la structure hermitienne définie par A™.) O

Remarque sur les valeurs propres des endomorphismes hermitienns :

Soit w € L(F) hermitien, il est diagonalisable en base orthonormeée a valeurs propres réelles,

soient Ay < Ay < --- <\, ses valeurs propres, il y a une base orthonormée, telle que
Vi, u(el) = )\,-ei
Proposition 10.49. On a

A1 = min <u(x),z >
llzll=1

Ap = max < u(z),z >
[[=[|=1

Démonstration. Soit v € E, x = """ | x;e;, alors
n
<u(z),r >= Z Al
i=1
alors, comme \; < \;\,, on a
n n
MY ol << u(z),z >< A fal
i=1 =1

d’otu les égalités si [|z]| =1 O

Pour aller plus loin :



150 10 FORMES SESQUILINEAIRES

Considérons, pour 1 <i < n,

Fi = Vect(el, C 761')
G; = Vect(e;, ..., ep)

Alors, on sait que

Ve e F, |z =1, <u(z),z >< \

Ve e Gy, ||lz|| =1, <u(x),z >> )\

Soit F' un sous espace vectoriel de dimension 7, comme dimG; = n — i + 1, on sait que
dz, ||z =1, 2 € G,NF, <u(x),z>> X\

Alors Sup 21 zer < u(z), T >> A

De plus, pour Fj, il y a égalité, ainsi, on a le théroréme min-max :

Ai= min  max <u(z),x >
dim F'=i z€F,||z||=1
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11 Algébre tensoriel

11.1 produit tensoriel

Cadre : k corps,on considére des k espaces vectoriels E.
Notation : On a déja vu des formes bilinéaires ¢ : ' x E — k. Souvent, on peut écrire
p(r,y) = Y L))

li,l;EE*

On voit apparaitre un objet > 1; Q) L.

On recherche une structure permettant étant donnés deux espaces vectoriels E,F de représen-
ter les applications bilinéaire de £ x F' vers un autre espaces vectoriel G pour des application

bilinéaire d’un nouvel espace vectoriel construit a partir de E et F, a valeurs dans G.

Notation : E.F,G espaces vectoriels.
Bil(E x F,G) = {application bilinaire deE x F — G}

On voudrait un espace vectoriel T t.q. Bil(E x F,G) = Z(T,G), ceci pour tout G.

De plus, il y aura une application bilinéaire £ x F' — T' et toutes les autres seront constructes

a partir de celle-ci.

Théoréme 11.1. Soient E,F espaces vectoriels. Il existe un couple (T,t) avec T espace vec-

toriel, t : E x ' — T bilinéaire tel que :

pour tout espace vectoriel G et toute application bilinéiare b : E x F' — G, il existe une unique

application bilinéaire ' : T — G telle que b =1 ot

ExF —s¢q

Proposition 11.2. Si un tel (T,t)existe, il est unique & isomorphisme unique pres, c-a d :

st (T7,t°) est un autre couple satisfaisant la propriété, alors il y a un unique isomorphisme
¢o:T—=1T tgq. :
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Démonstration. On part de (T,t) et on applique sa propriété pour les applications bilinéaire

at': ExT — T On en déduit une application linéaire unique ¢ : T'— T" t.q. t' = ¢ o t.

I1 faut voir ¢ isomorphisme.Pour cela, on applique la propriété universelle a (T",t),
AT —Ttqgt=¢ ot

Alorst = (¢ o) ot

¢' o : T — T linéaire qui résoud le probléme de propriété universelle entre t : £ x F' — T
ett: ExF —T

Comme Id convient trivialement, pour le propriété d’unicité dans associée,
¢’ o ¢ = Idy

De méme

¢po¢ = Idp
[]

(EXF) (

Existence : on considére ’espace vectoriel k on voit £ X F' comme un ensemble) :

c’est un espace vectoriel de base indéxée par les éléments de F x F

(Ev,w>v€E,w€F

C’est 'espace vectoriel des application de E x F' — k , a support fini.
On dispose d'une application f: E X F — k (v, w) — €,

kEXF

Elle n’est pas bilinéaire. On quotiente pour un sous-espace pour les rendre bilinéaire.

Soit S le sous espae de kF*F) engendré par :
Exvtpv’ w (Aev,w + ,Uev’,w)

ev,)\w—‘,—,u,w’ - (/\ev,w + :uev,w')



11.1 produit tensoriel 153

On considére T = k"*F/S
On dispose de

t:ExF—EkE"" 5T
la conposée est bilinéaire.

Notons v ® w la classe de e, ,, dans le quotient T.
tv,w) =vw

T est engendré par les v ® w.

Montreons que (T,t) satisfait a la propriété universelle : Soit G es|ace vectoriel, b : EXF — G
bilinéaire, alors : A0’ : T"— G t.q. b="Vot.

A partir de b, on fabrique une application bilinéaire pk™ " — G | ¢(e, ) = b(v, w).

Comme b est biliéaire ,p s’annule sur S, et donc ppasse au quotient T en une application
b : T — G qui satisfait b = b/ o t. L’unicité de b’ est donc au fait que T est engendré par les

v w, et b'(v®w) = b(v,w) imposée.
Notation : EQ F =T

Attention : Tout élément de F ® F' n’est pas nécessairement de la forme v ® w. Un élé-
ment de £ ® F' est une somme finie d’éléments v ® w. Ces éléments sont appelé s tenseurs

décomposables, ou tenseurs simples ouu tenseurs purs.
Rem :
M+ ) @w = Qw+uww Quw
et vice versa.
Conclusion : Bil(E x F,G) = Z(FE x F,G)
En particulier, les formes bilinéaires sur E x F' forment I’espace vectoriel dual (E x F')*.
Proposition 11.3. E,, E5, Fi, F; espaces vectoriels, f: Ey — Es, g : Fy — Fy linéaires.

Alors il existe une unique application linéaire E; ® F1 — Es ® Fy qui envoie v @ w +—

f(v) ® g(w). On la note f ® g. Ainsi :

f®g:E1®FQ —>E2®F2

(11.1)
vew = f(v)®g(w)

De plus si By —— By L By F, —» F, —2 R,
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Alors (f'®@ g )o(f®g)=(f'of)® (¢ 0g)

E1XF1m>E2XF2

b

E®F 2 B R

Démonstration. On fabrique une application fXx g : Ey X Fy — Ey X Fy, (v,w) — (f(v), g(w)).

L’application ¢, : (f x g) : By x Fy — Ey ® F; est bilinéaire. Par la propriété de Ey @ Fi, il
y a une unique application f ® g t.q.

= ta(f(v), g(w)) (11.2)

Propriété par la composée unicité appliquée a (f' o f) ® (¢’ 0o g) : Fra ® F; — FE3 ® Fj,
v@w e (fo f)(v)®g og(w).

Mais
(f o fv) @ g og(w) = f'(f(v) ®g'(g9(w))
=(f'®g)(f(v) ® g(w) (113)
= ('@ d)((f®g)(vew))
=(f®g)o(f®g)(veuw)
O
Propriété de ® : Soit k corps
(1).
kob= L (11.4)
ARV M

(2)E, E;, i € I espaces vectoriels.

iel iel (11.5)
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(3) E, F espaces vectoriels
EFEQF~FQFE

VRWH—wRU

(4) E, F ,G espaces vectoriels

(E®F)G~E®(F®G)

VRWH— WU

Démonstration. :

(1)
kExFE—FE

(A, v) = A

est bilinéaire d’ou
kFE—F

ARV — A\

linéaire bijective, de réciproque

F—k®FE
v—1Quo

(2)On construit une application bilinéaire

EPE)xE-PESE

el i€l

(Q_v)w) =D view

d’ott une application linéaire

PE)oE-EPESE

icl icl
Inversement :

On dispose des injections

@iiEi%@Ei

155

(11.6)

(11.7)
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d’ott une application linéaire
pi®1d:E;®E— () E)®F
et par propriété des >, ou oblient une application linéaire

Spotd: Y (EoE) - (Y E)oE

ces deux application linéaire sont inverses 1'une de I'autre.

(3) L’application
EXF—SF®F

(v,w) » wRw

est bilinéaire.d’ott une unique application linéaire
EQF —-F®FE

VW WU

La réciproque se construit de la méme fagon

(4)Exercice. O

Bases : Soit (¢;)icr base de E. B ~ P, ke;.
Ainsi E® F ~ @, ,(ke; ® F)

Tout élément de E ® F' s’écrit de moins de unique : Zte ;6 @ w;, avec w; € I et les w;

presque tous nuls.
Soit (fj)jes base de F. E®@ F ~@,; E®@kf;.

On obtient un isomorphisme d’espaces vetoriels.

EoF~ P k(e®f)

iel jet
Ainsi (e; ® f;),j)erxsforment une base de £ ® F'.

Proposition 11.4. Si dimE, dimF < oo, alors dim(E ® F) = dimFE - dimF.

Démonstration. Matrices d’applications linéaires
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Si Ey, E,, Fy, F, espaces vectoriels, (e1;)ier,, (€2i)icn, (€14)jen, (€25)jes, des bases

respectives.

¢ : By = E5 de matrice (ai), et ¢ : F1 — F, de matrice (bj;).

(e @) (e2; ® fry = Z aipbjies; @ fa;

Prenons E) = Ey = E de base (ey,...e,), F1 = Fy = F de base (f1, ..., f), allors les (e; ® f;)
base de £ ® F'. O

Plusieurs possibilités pour écrire des matrices selon 'ordre total mix sur{1l,...,n} x {1,...,p}
(1) Ordre lexicographique : (i,j) < (i, 7') sii <’ oui =1 etj < j'. On considére le base
(61 X f17 €1 X f2, €1 X fp: €9 X f17 vy €9 & fpa P X fl, N (29 fp)

La matrice de ¢ ® 1 dans cette base s’écrit en fonction des matrices A = (a;;) de ¢, B =

(bkl) de ’QD

anB apB - a,B

Ainsi : : :
am B - apn B

(2) Ordre lexicographique inverse : (i,7) < (', j") sii’ < j' oui = j' et i < j.

Alors la matrice :

Abyy Abyy - Abip

Ab,, - Ab,,,
Propriétés :
(1) Tr(e @ ¢) = Tr(p)tr(v)
(2) det(p ® 1) = det(p)UmE . det(¢p)lmE

Démonstration. (1) On regarde la matrice dans la premiére base.
anTr(B) + apTr(B) + -+ an,Tr(B) = Tr(A)Tr(B)

(2) Ona:p® 1Y = (p® Idr)(Idg ® ¢) dans la premiére base, on calcule det(Idp ® ¢) =
(d6t¢)dimE.
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Dans la deuxiéme base, on voit : det(¢ @ Idr) = (detp

Remarque 11.5. A,B matrices
A® B : (a;;B) (lexicographie)
(antilexicographique (bgA))

Permutation entre bases de k™ @ k™

)dimF

ALGEBRE TENSORIEL

(e1® f1,e1® fo, ., e1 @ frn, €2 @ fr,.,€2 @ frny ooy €0 @ f1, 0, €0 & fin)

(61 & f1,€2 & fl; .y B & fl; €1 & fg, .y € & fz, ..., €1 & fm, .y € & fm)

Pour permuter , si n=m,

p= Z Ei; @ Ej;

1<i,j <n
pv@w)=w®v
Proposition 11.6. E,F' espaces vectoriels.

Alors
p:E*"®F — Hom(E,F)

[@v [z (z)v]

est bien définie, injective d’tmage l’espace des applications linéaire de rang fin.

En particulier, si E ou F est de dim finie,
E*® F ~ Hom(E,F)

Démonstration.
E*x F— Hom(E, F)
[®@v [z (z)v]
est bilinéaire , d’ou l'existence de ¢ linéaire , ¢ injective.
Soit £ € E* @ F, (&) = 0.
Soit (f;) base de F, alors £ s’écit
§=> Li®f, LeE

finie
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p() =0 < Vz € F, Y Lix)fi=0
(fi) base = Vi, l;(x) =0doul;=0et {=0.
En suite, si E de dim finie ou E de dim finie, cette application linéaire est de rang finie

Remarque 11.7. Siwu : ' — F est de rang fini, on prend une base de son image, sont fi,--- , f,

et alors :
Vo € E u(x) € Vect(fi,, fp)

u(z) = Zai(x)fi,ai € E”
Remarque 11.8. Pour E = F, dim < oo, E*® E ~ Hom(E, E).

Si (E;) base de E, (EY) base duale.
ej- ® e; «— Ejj
E = F de dim finie, Vu € (L)(E) = Hom(E,E), u=>_ ef ® u(e;)
Id = Z e; ®e;
Remarque 11.9. On dispose sur £* @ E d’une forme linéaire :
@z —(z)
E*QE 5k
Elle s’interpréte sur Z(E), comme la trace.
En effet : u € Z(F), on fixe une base (e;), u = >_ef @ u(e;), ev(u) = >_ e (u(e;)).

Siu(e;) =D ajie;, ev(u) =, a; = Tr(u)

Exemple :

k[X] @ k[Y] ~ k[X,Y]

X' @Y — XYI
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Produit tensoriel d’applications linéaires
u € Hom(El, EQ), NS HOm(F17F2)7 URU € Hom(E1 X Fl, E2 & FQ)

Proposition 11.10.
Keru® F; + By ® Kerv

Im(u®v) =Im(u) @ Im(v)
Démonstration. Prenons des supplémentaires F] de Keru et E} de Kerv.
Ei® Ey = E]® E, @(Keru ® By + By @ Kerv)

Alors u ® v s’annule sur la deuxiéme facteur et enduit un isomorphisme de E] ® E) sur

I'mu ® Imv (prendre des bases) O

Quotients :

E,F espaces vectoriels, £/ C E, F' C F des sous espace vectoriel. On considére E/E’ et
F/F'

Proposition 11.11.
E/F@F/FF ~EQF/(E'®@F+FE®F)

Démonstration. On dispose des applications 7 : E — E/E’ et np : F — F/F' surjectives

d’oul une application linéaire surjective
TE@nr:EQF — E/E' Q F/F

Son noyau est
Kerrp Q@ F+EQ Kermp=E' QF +EQF'
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11.2 Algébre tensorielle

Notions d’algébre sur le est un k—espace vectoriel A, (A, +,-), qui est aussi un anneau
(A, 4+, x) tel que
AxXA—=A

(a,b) = axb
est bilinéaire

Remarque 11.12. Le produit dans A détermine une application linéaire
ARA—= A a®b—axb

Souvent, on note ab le produit .

Exemples :
(1)algebres de polynomes
(2) algebres de matrices

Produit tensoriel d’algébres Toutes les algébres considérées seront unitére (on dit aussi

unitaire) i.e. passédent une unité, notée 1, pour le produit, Va € A;,1-a=a-1 = a.
Les morphismes d’algébres i.e. ¢ : A — B linéaires , ¢ : A — B linéaires, p(ab) = p(a)p(b),
Va,be A, et p(1s) =15

Proposition 11.13. Soient A,B alébres. Alors il eiste sur A ® B une unique atructure
d’algebre telle que, Va,a' € A, Vb,b/ € B, a®b d @V = ad’ @ bt/
Démonstration. unicité claire car A ® B engendréré comme esp. vect. par les a ® b

Existence :
Remarque 11.14. la structure d’algébre de A est connue, si on connait, Va € A, 'application
linéaire
L, A= A
b+ ab

On a L, o0 Ly = Ly . (Traduit Passocaitivité)

Fixons(a,b) € A x B
AxB—+A®B
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(a',b) — ad @ bl

est bilinéaire,d’ott une application linéaire
Lap) AB - A®B

ad b — ad @b

On a aussi une application
Z AxB— Z(A® B)

(a,0) = Lap)

Z est bilinéaire, d’ott une application linéaire
L:A®B— Z(A® B)

a®@br [d @b — ad' @ bb|

Ainsi Vo = > a; ® b; dans A ® B, on dispose de L, : A® B — A® B d’oi une application
A® B x A® B — A® B bilinéaire t.q. (a®b,d @) — ad’ ® bt

On vérifie que c’est assocaitif (car de A et B ¢a l'est) et 14 ® 15 unité. O

Remarque 11.15. On dispose de morphismes injectifs
iA A — A ® B

ar—>a®lp

et
ip:B—A®B

b—1,®b
avec Va € A,b € B, ia(a)ip(b) =ip(b)ia(a) =a®b
i.e. A et B se voient comme des sous-algebres de A et B, et is(A), ip(B) commutent.

Sip: A® B — C morphisme d’algebres, alors ¢ détermine des morphismes o4 : A — C,|
pala) = pla®1) et pp: B = C, pp(b) = p(1®0b), et Va € A, Vb € B, pa(a) pp(b) =
v5(b) pala)

Inversement :
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Propriété universelle de A ® B : Soient A B,C algébres, p4 : A = C, ¢yp: B —» C

morphismes d’algébres dont les images commutent :

Vac A, Vbe B, pa(a) pp(b) = ¢vp(b) pala)
Alors il existe un unique morphisme d’algébre p : A® B — C t.q. p(a ®b) = pa(a)pp(b)

Démonstration. Unicité : claire car les a ® b engendrent A ® B comme espace vectoriel.

Existence : nécessairement

pla®1) = pa(a), p(1@b) = ¢p(b)
AxB—=C
(a,0) = @ala)pr(b)
bilinéiare, d’ott une unique applicaiton linéaire p : A® B — C t.q. p(a ® b) = pa(a)pp(b)
Onap(ly®lp)=1.-1c = 1¢
Vérifions la multiplicalivité de ¢ . Par linéarité de ¢ et bilinéarité du produit dans A ® B, il
suffit de voir p(a ® b,d' ®V') = p(a @ b)p(a @ V)
pla®b,d @) = p(ad’ @ bY)
= pa(ad)pp(bb)
= pala)pala’)ep(b)es (V) (11.8)

= pa(a)pp(b)pa(d)ps(t)
= ¢p(a®b)p(d @)

]

Exemple : E.F espaces vectoriels de dimension finie. On a vu que ai u € Z(F), v € Z(F),

on dispose de u ® v € Z(F ® F). On a donc une application bilinéaire,
Z(E)x L(F)— X (EQF)

(u,v) > U

d’ott une unique application linéaire Z(F) ® Z(F) —» Z(E® F) et on a vu que c’est en fait

un morphisme d’algébres.
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Proposition 11.16. C’est un isomorphisme d’algébres

Démonstration. On vérifie U'injectivité et on a aussi égalité des dimensions (détails en exer-
cice) O

Extension des scalaires k, K corps, k C K (tipiquement R C C), donc telle inclusion de

corps de K un k espace vectoriel.

Soit E un k espaces vectoriel. Soit EX = K ® E, c’est un k espace vectoriel. On le munit

d’une structure de K-espace vectoriel aussi :
- méme structure de groupe abélien

- si @ € K, on dispose de m,, : K — K (x — ax) linéaire et on fait agir a sur EX par

Oé'(zxi@@i) :Za$i®€i

Propriétés : (1) Si (e;) base de E sur k, alors (1x ® €;)ic; base de EX sur K.

Ma & ZdE

(2) Si u € Z(F), alors elle détermine une application K-linéaire sur EX via : idx @ u = u’

ie. uf(a®e) =a®uf(e)

De plus si (e;) base de E, la matrice de v dans la base (1 ® ¢;);c; est la matrice de u dans
la base (e;)

Remarque 11.17. (1) dit que dimy(EX) = dimg(F)
Quelques généralités sur les algébres

On s’intéresse a des algébres sur un k corps, unitéres, par nécessairement commutatures.

Définition 11.18. Soit A une algebre. Un idéal bilatére I de A est un sous espace vectoriel

t.q.
Ve e l,VYa€ Ajax €1, za €l
exemple :{0}, A

Exemple type : Si A,B sont 2 algébres , ¢ : A — B morphisme d’algébres, alors Kerp est un

idéal bilatére.

Structure quotient. Soit A une algébre, I C A idéal bilatére. Alors il y a sur 'espace

vectoriel quotient une unique structure d’algebre telle que :

A=A/l a—~a=a+1
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est un morphisme d’algebre, i.e. @-b = ab

Vérification : analogue au ces commutatif :

(a+1)b+1)=ab+al +1b+1-1=abmodl

Construction d’idéaux
Proposition 11.19. Une intersection didéaux bilatéres est un idéal bilatere.

Définition 11.20. Soit A algébre, X C A une partie de A. L’idéal engendré par X est le

plus petit idéal de A contenant, qui est 'intersection de tous les idéaux de A contenant X.

Exercice 11.21. Prenons A = M, (k) algébre des matrices. Ses seuls idéaux bilatéres sont

{0} et A, on dit que c’est une algebre simple

11.2.1 Algébre graduée

Définition 11.22. Une algébre graduée est une alg‘ebre A munie d’une suitede sous-espaces
vectoriels A,,, n € Nt.q. :

(1)A =", cnAn comme espace vectoriel.

(2)A, - An CApimie (YneA,, yeA,) =ay€ Anm

Terminologie : Les A, sont appelées composantes homogéenes. Un élément z € A est dit
homogeéne si I3n € N,z € A,,. Ce n est appelé son degré, et noté d(z) , ou deg(x), ou d(x).
Exemple : (1) k[X]=A, A, =k - X"

(2) k[X1,- -, X,] degré total d’'un monoéme O(X{* -+ X)) = a1 + -+ + a,

Idéal gradué d’une algébre graduée

A= A,, Iidéal bilatére

Définition 11.23. On dit que I est gradué si I = @, (I N A4,),

le.sizel, ©=> x, x, €A,, alors Vn,z, € I.

Soit I un idéal, I,, = I N A,,. On dispose des espaces vectoriels quotients A, /1, et on forme :

P A1, =A

neN
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On dispose d’une structure d’algébre graduée sur A.

Sian =dn € Ap/lLy, B = bm € A/, an € Ay, by, € Ay, alors g, - iy = @by, est bien
défini dans A,/ Lyim.

On dispose d’un morphisme d’algebres@ A, = A — @ A,./I,, le noyau est I, car I est

gradué.

Conclusion : On a un isomorphisme d’algebres A/I ~ @ A,,/I,. A/I algébre graduée

Produit tensoriel gradué d’algébres A = A,,, B = @ B,, des algebres graduée. Alors

on peut munir A @ B d’une structure d’algebre graduée :

(A@B),= P (A,eB8,)

p+q=n, p,geEN

A, CA B, CBA®B,C A® B,

A®B= (@An>®(@3m)
= DA @ Bn) (11.9)
= @( @ AP ® Bq)

neEN p+qg=n

Remarque 11.24. Le cas des polynémes en plusieurs variables, avec le degré total, est un cas

particulier.
On a muni A ® B d’une structure d’algébre.

Proposition 11.25. Si A et B sont graduée, alors, avec la graduation ci-dessus, A ® B est

aussi une algebre graduée.
Démonstration. Exercice. O

Produit tensoriel tordu d’algébres graduées

Remarque 11.26. Quand on a défini le produit tensoriel d’algébres A et B, on a imposé :
(a21)(1eb) =a®b

1ebe®l)=a®b
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Dans le cas ou A et B sont des algebres graduées, on peut imposer une autre régle : si
a€ A, beB,

(1@b)(a®1)=(=1)""a®b

(1eb)al)=a®b

Proposition 11.27. Soient A et B des algébres graduées. Alors il existe sur [’espace vectoriel
A ® B une unique structure d’algébre graduée t.q. : si a,a’ € A, b,b € B avec a’homogeéne,

b homogene
(a@d)(b&V) = (=1)"""(ab®d'V)

Cette structure est notée A ®9 B, produit tensoriel tendu (ou gradué).

Démonstration. Essentiellement la méme que pour le cas non gradué. Prendre soin aux signes

pour Passociativité, en utilisant si d(zy) = d(x) + I(y). O

Question : a partir d’un espace vectoriel V construire une algebre T'(V') D V' t.q. (propriété
universelle) pour toute algébre A, touote application linéaire F': V' — A | alors il existe un

unique morphisme d’algébre T'(f) t.q.

r(v) 22 4
]* f
v
Produit tensoriel d’algébres graduées
A= @nGN Ay, B = @mEN B, (A® B)n = 69p+q:n Ay ® By.
Deux structures d’algébres :

(1) produit tensoriel usuel

acA beB
(a1)(1eb)=1®b)(e®]l)=a®b

Propriété universelle pour les morphismes 4 : A — C, pp : B — C t.q. Va € A, b € B,
pala)pp(b) = ¢p(b)pala)

(2) produit tensoriel gradué : a € A, b € By,
(a®1)(1®b) =a®b
(1®b)(la®l)=(-1)""a®b
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Propriété universelle pour les morphismes ¢4 : A - C, pp: B — C t.q. Va € A,, b € B,,,
pa(a)ep(b) = (=1)""pp(b)pala)

Alors il existe un unique morphisme d’algébre ¢ : A ®9 B — C t.q.p(a ® b) = pa(a)pp(b)

Démonstration. L’existence de ¢ comme application linéaire provient de la bilinéarité du
produit. Il faut vérifier que ¢ morphisme d’algébres : il suffit de voir sur tenseurs décompo-

sables /
pla®b-d @) = p((—=1)%ad’ @ bb)

= (—1)"""pa(ad")pp(bV)
= (=)™ pa(a)pa (a)SOB,(b)SOBa)/) (11.10)
= (=)™ oa(@)[(-1)"op(b)pal@)ps()
= wa(a)pp(b)pald)pn(V)
=pla®b)p(d @)
]

Définition 11.28. Une algebre graduée A est dite :

- anticommutative si :

/
Ya,a' homognes : aa' = (—1)%9"d'q

- alternée si : elle est anticommutative et de plus : Va de degré impair a? = 0

Remarque 11.29. si 2 est inversible dans k alors alternée < anticommutative

Proposition 11.30. (1) Le produit tensoriel usuel de 2 algébres commutatives est une algébre

commutatuve.

(2) Le produit tensoriel gradué de 2 algébres anticommutatives est une algébre anticommuta-

tive.

(3)Le produit tensoriel gradué d’algébres alternées est une algébre alternée.

Démonstration. prendre en compte le fait que le degré d’un produit tensoriel est donne par

le degré total.

Exercice : Vérifier ces propriétés. O

11.2.2 Algébre tensorielle

k corps, V un k-espcaces vectoriel.
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Remarque 11.31. produit tensoriel itéré Vi, Vs, -+, V), esp. vect., on a vu (Vi @ V2) @ V5 =
Vie(Va® Vi)

On peut ainsi construire V; ® Vs - - - ® V,, itérativement, et I'espace obtenu ne dépend par du

parenthésage.

Il peut aussi étre caractérisé via les applications multilinéaires sur V; x V5 x - - - x 'V}, a valeurs

dans un e.v. quelconque :

Soit E esp. vect. Une applicaiton linéaire ¢ : V; x --- x V, = E est une application qui est

linéaire en chaque terme.

Pour toute telle application p-linéaire, il existe une unique application linéaire p: Vi ® --- ®
Vo, = E t.q.

‘/le"'X‘/p >‘/1®®‘/p

On pourait aussi construire V; ® --- ® V,directement par quotient comme pour p=2. La
p p par q p p

propriété universelle indique qu’on obtient un espace isomorphe )

Définition 11.32. T(V) = @, . V"
‘n = 07 V®0 — k
V®(TL+1 (V®n) VvV

On munit T(V) d’une structure d’algébre graduée :
VP x V&1 — YOt

(U1®~'-®Up,w1®~~~®wq)'—>U1®---®Up®w1®~'-®wq
"juxtaposition sur les tenseurs simples"

- Les propriétés du produit tensoriel indiquent que c¢’est bien défini

><V — Vet

%

VP x V%4
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pour p=0 ou q=0 : on utilise 'action de le sur I’espace vectoriel considéré.
Cette application est associative comme on le voit sur les tenseurs décomposables.
Ceci munit T(V) d’une structure d’algébre unitére, avec une injection linéaire V' < (V)

Notation
TP(V) = v®P

VTP(V)CT((V)
Si (e;)ier base de V, les (e;; ® ---®e¢;,), p €N, iy,--- i, € I forment une base de T(V).
La définition du produit dit que c’est une algébre graduée, qui est engendrée par V = T?(V)

Propriété universelle : T(V') posséde la propriété universelle . Si A algebre, f: V — A
application linéaire, alors 3!f : (V) — A morphisme d’algébres t.q. : f = foi

Ainsi pour toute alébre A

ZL(V,A) ~ Homyy(T(V), A)
f=f (11.11)

oly(=poi) «—— o
Démonstration. prolongeons f a T(V) en la prolongeant a chaque V&P
VP — A

(v1,- -+, vp) = f(v1) fva) -+ f(vp)

est une application p-linéaire, donc elle se factorise a trouver V®? en une application linéaire
f:Ve — A
V1@ @uy = f(or) f(v2) - f(vy)

Ceci définit f : T(V) — A comme application linéaire.

(Rem :Sur 7°(V) = k, on pose f(\) = Aly4)
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On vérifie que f est un morphisme d’algébres : il suffit de le faire sur les tenseurs décompo-

sables.

flon@---@up) - (w1 @ -~ @ w,))

f1® - @u,Rw & ®w,)
f(vl)"'f(vp)f(wl)"'f(wq) (11'12)
flor@--@u,) - flur® - @ w,)

Fonctionalité Soient V,W espaces vectoriels et u € Z(V, W)

Proposition 11.33. 3lu, T(V) — T(W) morphisme d’algébres t.q. :

V ——— W
[
T(V) —— T(W)

u=@Pu® ou u®P : VP — WP est Uapplication linéaire donnée par u®P(v; @ - -+ Q@ v,) =
u(vy) @ u(vg) - - @ u(vy)

Démonstration. On doit avoir u(v, ®---®v,) = u(vy -+ - v,) = w(vy) - - - u(vy) = ulvy) - - - u(vy)

d’ou 'unicité.
Notation T'(u) : T'(V) — T(W) O

Proposition 11.34. Si V Low 4 R, f,g applications linéaires. Alors T'(go f)(= T(g) o
T(f)): T(V) = T(R)

Démonstration. Ceci provient de I'unicité dans la prop précédente T'(g o f) et T(g) o T(f)

satisfant & méme propriété de prolongement de g o f en un morphisme d’algébre. O]

Remarque 11.35. T(V) n’est pas commutative si v et w non proportionnels, v ® w # w & v.

Si f:V — A algébre commutative, alors T'(f) : T(V) — A va satisfaire

T(Hvew) = f)f(w) = flw)f(v)=T(f)(wev)
vew—w®uve KerT(f)

Définition 11.36. Soit I I'idéal bilatére de T (V) engendrée par les v @ w —w ®v, v,w € V.
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On remarque que I est engendré par des éléments homogénes (de degré 2), donc I est un idéal
gradué : [ = @, I,, ou I, = INT"(V), v € I est somme d’éléments a(v @ w — w @ v)b,
a,b € T(V) et en décomposant a et b en composant homogénes, on ait que les composantes

homogeénes de x sont dans I.
On a [1 = {0}, IO = {0}

Définition 11.37. L’algebre symétrique S(V) = T'(V')/I. C’est une algébre graduée. S(V') =
D,y S"(V), ou (V) =T1T"(V)/I,,. NB. SY(V) = V. S(V) commutative.

Proposition 11.38. (Propriété universelle de S(V))

Soit A algebre commutative et f : V. — A linéaire. Alors il existe un unique morphisme

d’algebre f: S(V) — A t.q.
V= S(V

l/

Démonstration. Comme f morphisme d’algebre, 31f : T(V) — A

T(V) —> A
(propriété universelle de T(V) : L /
V

Comme A commutative, on a f(v ®@w—w®v)=0.Donc I C Kerf.

Ainsi fpasse au quotient

poi=71, dou foi =f ]

Remarque 11.39. De méme que T(V), S(V) est engendrée par V comme algébre. On note le
produit dans S(V) sans mettre de signe particulier vw € S(V').

Ainsi f ci dessus est donnée par f(vy---v,) = f(v1) -+ f(vp).
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Fonctorialité Soient V,W esp. vect, f € Z(V,W).

Proposition 11.40. 3! morphisme d’algebres (graduée) S(f) : S(V) — S(W) qui prolonge
. et il est donnée par S(f)(vy---v,) = f(v1) - f(vp)

Démonstration. On utilise le propriété universelle avec ’alébre commutative S(W). O

Proposition 11.41. Si V Lw %R applications linéaires, alors S(go f) = S(g) o S(f)

Démonstration. S(g) o S(f) : S(V) — S(R) morphisme d’algébre qui prolonge go f. S(g) o
S(f) = S(go f) par unicité

]

Algébre symétrique d’une somme directe finie Soient Vi, - - -V, espaces vectoriels.

Théoréme 11.42. On a un isomorphisme d’al‘ebres
SEDVi ~ @iLS (V)
i=1

(produit tensoriel usuel d’algébres)

Application : Soit V espace vectoriel de dimension n, (e, - ,e,) base de V. Alors V =

@?:1 ke;,
S(V) = ®?:1S(k€i)

Or, pour un espace vectoriel de dimension 1 de base e, T'(ke) = @;°, ke®". T"(ke) = ke®"

de dimension 1 et la loi d’al‘ebre ¢®m . ¢®m = &(ntm)

On a donc un isomorphisme d’algebres graduée
T(ke) ~ k[ X]

e s X"
Comme ici [={ 0 }. On a T'(ke) = S(ke) = k[X].
Alors le thm dit que, pour V- =ke; @ - - - P ke,

S(V)

12

S(key) ® -+ @ S(key)
[(Xi]® - © k[X,)] (11.13)
[Xh R 7Xn]

k
k
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Démonstration. du thm
SMe---eV,), SM)®- -1 S(V,)

On a vu : chaque S(V;) est une algébre commutative et que le produit tensoriel usuel S(V}) ®

-+ ® S(V,,) est une algébre commutative.

Pour construire un morphisme d’algébre S(Vi@--- P V) = S(V1) @ --- @ S(V,,), il suf-
fit, par la prop. universelle de l'algébre symétrique, de construire une application linéaire
Vieg--- VvV, —-SWV)®---®S5(V,) , ¥y, on dispose de l'inclusion V; < S(V;) , puis d'un

morphisme d’algébre
S(V;) = SW)@---@5V,)®---®S5(V,)

mi—=la--@mel---®1

On a aussi V; — ®,5(V;) d’out une application linéaire PV, — @ S(V;) dont on déduit

un morphisme d’algébre
p: SEPWV) - Qs

Inversement : pour construire un morphisme de @ S(V;) — S(@V;) il suffit de construire
des morphisme d’algebres 1; : S(V;) — S(@V;) . ensuite, comme S(EP V;) est commutative,
les images des 1; commutant, et pour les propriété du ® usuel d’algebres, il y a un unique
morphisme d’algebre ¢ : @ S(Vi) = S(BV;), v(m1 @ --- @ my, = 1(my) - - - Y (my).

On vérifie que Yo = Id, potp = Id (il suffit de le faire sur les générateurs, i.e. pour m; € V;
ol c’est aisé) O
Lien avec les tenseurs symétriques :

On a construire S(V) comme un quotient de T(V).

Lorsque car(k) = 0, il existe dans 7" (V') un sous espace vectoriel isomorphe a S™(V).
Proposition 11.43. Vn > 1 , le groupe symétrique S, agit dans T"(V) = V@ par :

o€, eV,
J'(U1®"'®Un) :U0*1(1)®"'®UJ*1(7¢)

(on permute les positions des v;)

Démonstration. Ceci est bien défini car (vy,- -+ ,v,) = Vp-11) ® - - - @ Vp-1(y st 1 linéaire.

On vérifie : 0,7 € 6,
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(oT) (11 ® -+ @) =o(T) (11 @~ R vy,)
= 0(Vr1(1) @+ ® Vr-1(y)
(Posonsw; = v,-1(;))
=o(w ® - @ wy,) (11.14)
= Wymi() @ -+ ® Woi(m)
= Ur-15-1(1) @ * ** Q Ur-15-1(y)
= Vo)1 (1) @ @ V(ro) 1 ()

d’out une application &,, — GL(V®") qui est un morphisme de groupes.

Définition 11.44. -DEF :
Un élément £ € V@ est dit :
a) symétrique : si Vo € &, 0(§) = ¢

b) antisymétrique si : Vo € 6,,,0(§) = e(0)&, ¢ signative.

Proposition 11.45. Soit P, : V¥ — V& & L5 o 0(&)

Alors P, est un projecteur d’image les tenseurs symétriques et son noyau est KerP, = I,.

Ainsi, apreés factorisation

S™(V) ~ {tenseurssymtriquesdedegrn}

Démonstration. Montrons, V7 € &,,, 7P, = P,7 = P,

VE e Vo, T(% Yoo) = # > vee, T O

Or, l'application &,, =+ &,,, 0 — 70 est bijective. Alors

ZTO': Za’

oeG, o'e6y,
Ainsi 7P, = P,.

De méme P, 7 = P,
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Ensuite

P = (2 > o)P,

n!

1

o€, (11.15)

1
ZEZPH

0'6671

La formule 7P, = P, indique que Im(P,) C { tenseurs symétrique }. L’autre inclusion est
évédente.

Etude de KerP, :

I, =T™"(V) NI appelons s; = (i ¢ + 1) la transposition échangement i et i+1.

On sait que ces transpositons engenfrent G,,.

De plus I est engendré linéairement par les tenseurs de la forme : £ — o(§), 0 € &,,.

On a, pour I,

VRW—wR®UV=0vQwWw—s51(vQw)

Ensuite un élément de I,, sera une somme de termes a® (vQ@w —w®v) b avec a,b homogenes,
de degrés, par ex, r et s. Alors cet élément s’écrit a® v @ w @ b — s3(a @ u®@w @ b) donc dans

I'espace voulu, et aussi I,, = T"(V) N I est dans I'espace décrit ci-dessus.

Inversement : montrons que les £ — o(§) € I,,, on décompose 0 = s;, - - - 5;,,

§—0(8) =¢—s,O)+ i, —0(§)

§—o'(),0'=s;, sy

Ensuite, il est clair que I,, C Kerp,. Si £ € Kerp,,

E=C—pul&) =€~ > o(6) = S (6~ ()



11.3 Algébre extérieure 177

11.3 Algébre extérieure

Soit V un espace vectoriel. On s’intésse aux application linéaires f : V' — A, A algébre t.q.

f(v)? =0 (ex typique : A algébre altennée et Vv, f(v) de degré impaire)
Définition 11.46. Soit J 'idéal bilatére de T(V) engendré par les v @ v, v € V
Proposition 11.47. J est un idéal homogéne, Jo = {0}, J; = {0}

Définition 11.48. L’algebre extérieure A(V') est 'algébre quotient :

A(V) est une algebre graduée A(V) = @, A"(V), avec A°(V) =k, A'(V) =V, n > 2,
A"(V)=T™(V)/ .

Comme T(V), c’est une algébre engendrée par V.
Notation :
Siwvy,---,v, €V, onnote vy A--- Av, 'image de v; ® - - - v, dans le quotient A(V').

Comme le projection 7 : T'(V) — T(V)/J est un morphisme d’algébre, cette notation sous

entend que le produit dans A(V') est aussi noté A.
7T(U1®-..®Up) :W(U1)®"'®7T(Up) :Ul/\"‘/\vp

Proposition 11.49. Soient v,w € V. Alors, dans A(V), v Aw = —w Awv

Démonstration. Ona: Ve eV, x ANz =0carr®@x € J

On applique a x = v+ w

(v+w)ANv+w)=vAv+wAv+vAw+wAw=0

Propriété universelle :

Théoréme 11.50. Soit A algebre, f:V — A linéaire t.q. : Vv € V, f(v)? = 0.

Alors 3! morphisme d’algebre f: A(V) — A t.q. f = foi
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Ona: flv®@v)=f(v)?= f(v)?=0.

Donc fs’annulle sur J et donne par passage au quotient un morphisme f : A(V) — A qui

convient.

Unicité claire car A(V') engendrée par V. O
Propriété :

Onavu:VYo,weV,vAw+wAv=0

Proposition 11.51. A(V) est une algébre alternée.

Démonstration.

Lemme 11.52. Soient vy, -+ ,v, €V, 0 € G,. Alors
Uo(1) N+ A Ug(p) =€<O'>U1 ARERAN /S

Démonstration. de lemme :
-vral si 0 = s; car v; A vip1 = —Vip1 A ;
- On utilise que sy, -+, 5,1 engendrent &,

- Si la propriété est vraie pour o 7 € &, alors elle I'est pour o - 7

e(@)vr(y Ao Avrgy)
=e(o)e(T)vy A+ Ay, (11.16)

e(om)vy A+ Ay,

Uor() N\ -+ A Vor(p)
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Montrons A(V) anticommutative : x,y homogénes de degrésr et s, alors t Ay = (—1)~°

YNT.
On sait que x et y sont sommes de termes v; A --- A v, ou wy A -+ A w.

Mais : vy A== Av, Awyg A Awg = (=1)"wy Avg A Avp A=+ A wg.

On poursuit :(—1)" 5wy A+« Aws Avy A=+ A,

- Si x € A(V), degré impair = z2 = 0.

Clest vraisiz = v1 A- - -Av, car v;Av; = 0. ensuite on écrit x = ) §;, &; tenseur décomposable
VLA Ay
P =Y G+ (GAGHENG) =0

1<j

[]

Fonctorialité : VW espaces vectoriels f : V' — W linéaire. Alors 3! morphisme d’algébres

Af:A(V) = A(W) tq.

—= A(W)
v —L s w
De plus , si g : W — U linéaire, alors A(g o f) = A(g) o A(f).

Ona:Vuy, -0, € VA(f) (o A---ANwvp) = f(v1) A+ A f(vp). (Ceci donne 'unicité).

Démonstration. On sait T (f) : T(V) - T(W), 1 ® --- @ v, — f(v1) & -+ @ f(vp).
On compose par T(W) — A(W) et on obtient une application linéaire : T (V) — A(W),
1 ®---Qu, = f(v1) A+ A f(v,) qui s’annule sur les générateurs de J. Elle passe au quotient
en une applicaiton linéaire A(f) : A(V) — A(W) qui convient, et qui est donnée par la

formule annoncée.

On remarque que : Vp > 1, A(f) envoie AP(V') — AP(W) : AP(f) : AP(V) — AP(W)

La propriété A(go f) = A(g) o A(f) provient de l'unicité car A(g) o A(f) : A(V) — A(U)
satisfait & la propriété qui caractérise A(g o f) H
Exemple 11.53. : dimV =1

Soit e # 0 dans V. ALors A(V) engendré par e, et e Ae =¢e*>=0. Ainsi : A(V) =k pV
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Théoréme 11.54. Soient (V;)ier des espaces vectoriels, V = @, Vi. I = {1,--- ,n}.

Alors :
A(V) = A(V1) @ A(Va) - @7 A(Vy)

1somorphisme d’algébres.
Démonstration. On construit des morphismes inverses 'un de l'autre.
¥ AV) = A(V1) @ A(V2) - - @7 A(V,)
on utilise la prop. universelle de A(V) : on construit d’abord une application linéaire f : V' —

A(Vy) @9 A(Vy) - - @9 A(Vy) t.q. Yo, f(v)? = 0.

Comme V = @V, on le fait sur chaque V;. On dispose des inclusions
ij Vi = AVj)
puis
A(V;) = A(V1) @7 A(Va) -+ @7 A(V3)
mj—1® - 010m;e1--
la composée :
fi Vi = AV1) @ A(V) -+ @7 A(V3)
Vérifie : Vo € V; | f;(v)* =0 .

On pose, pour vy € Vi,--- v, € V,,.
Flor 44 v) = fi(v;)

flor -+ 02)? = fi(w)? + Y (filwi) f3(0) + fi(v3) fi(w:)) = 0

i<j
car produit tensoriel gradué d’algébres.
Morphisme inverse :

On utilise la propriété universelle de ®9.

Sion a des morphismes d’algebres ¢; : A(V;) = A(V) t.q. Vm; € ¢;, homogenes, ¢;(m;)p;(m;) =
(—=1)9mi9mi o (m;)p;(m;), alors 3! morphisme

0 : AV ®7---@9A(V,) = A(V)
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(M1 ® - @ my) = @1(m1) -+ u(my)
or, on dispose de l'inclusion ¢; : V; = V d’oit le morphisme A(%;)(= ¢;) : A(V;) = A(V)
et la propriété requise provient de ce que A(V') est anticommutative, 1) o p = id, p o) =id

Je vérifient sur les générateurs. m

Conséquence :
Si V esp. vect. de dimension n, A*(V) est de dimension (7).

En particulier : A*(V) = {0} si k >n+ 1, dimA™"(V) =1

Si(ey, - ,e,) basede V,alorspour 1 <k <nlese, A---Ae; avecl <iy <ipg < -+ < i <n
forment une base de A*(V).

Si P, = {partiesklmentsde{l,--- ,n}} une base de A*(V) est indexée par Z.

Notation : [ € Py, [ ={iy <ig < -+ <ip},er=e€; N---Nej,

Démonstration. .
V =P ke;
i=1
A(V) = Alkey) ®7 -+ ®9 A(ke,,)
A(k:ej) = k ) kej

A¥(V) est obtenu en prenant la partie homogéne de degré k, i.e. en choisissant les k indices

i1 < --- <1 ou on prend ke;, .

On utilise que si W espace vectoriel k @ W ~ W

]
Propriétés de A(V)
On a vu, pour T(V) :
d>1, V&= V& (v, Jvg) = v @ -+ ® vy est d-lindaire et toute applications d-linéaire

f: V4 W, se factorise a travers elle :

f(Uly"‘ ,Ud):f(m@)"'@vd)

Proposition 11.55. L’application
Ve AV



182 11 ALGEBRE TENSORIEL

(U1, ,09) = VL A Ay

est d-linéaire alternée et si W espace vectoriel et g : V¢ — W d-linéaire alternée, alors

g : AV — W linéaire t.q. g(vy, -+ ,vq) = Glvi A+ Avg)
Démonstration. Par d-linéaritf, on sait que g se factorise a travers V®?, et comme elle est

alternée, I'application obtenue s’annulle sur V®% N J, donc se factorise a travers A6dV .

Unicité claire sur la formule. O]

Proposition 11.56. Supposons dimV = n finie. Alors pour 0 < k < n, la forme bilinéaire
ANV X A"V 5 AT~k

(z,y) =z Ny

est non dégénésée. On a un isomorphisme
ARV o~ (AFV)*

(1l dépend du choix d’une base.)

Démonstration. Fixons une base (e1,--- ,e,) de V.
Les (e1)rew, base de A*V.

Pour I € P, J € Py p,erNey =0siINJ # Tete ANEre = Feg A+ Nep. (1=

comlémentaire de I).

La base duale de (er)re», vis & vis de cette forme bilinéaire, est , au signe prés (es) base de
AR (V) O]

Proposition 11.57. [l existe une application bilinéaire AP(V*) x AP(V) — k, 0 < p < n,
donnée par (4 A -+~ ANlp,v1 A -+ ANwvp) = det(l;(v)))1<ij<p qui est non dégénérée. d’ou un
1somorphisme

AP(V7) = (AP(V)

Remarque 11.58. On a vu dimA™(V') = 1, ce qui ne démontre le fait que l'espace des formes

n-linéaires alternées est de dim 1, puis que cela en est le duel.

Cecl donne l'existence du déterminant de n vecteurs.
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: 1 n 1_ i
Fixons (e, ,e,) base, x',--- 2" € V, x' = ) aley,

n n
A AT = (Zx}lejl) A (Zx§2€j2> AREE

J1=1 jo=1
P— 1 DY n - DY -
= E xj, x;, € N N ej,
~—_——

J1ysdn #0quesi{j1, ,jn}={1, ,n}
(i.e. ey N---Nej, #0 <= j: K j(k) bijection)
1 n
= Z Tiy Tim€i) N - A €jmn) (11.17)
J€Gn
-3 et A hes
J€Gn
= (D ey 2fa)er A Aey
J€Gn
= det(z",--- ,2")

Démonstration. de la proposition :

On sait que le déterminant d’une matrice est n-linéaire alterné en ses vecteurs lignes .
Ainsi (ly,---,1,) — det(l;(x;)) est p-linéaire alternée, donc se factorise a travers AP(V*).
De méme (z1,--- ,x,) — det(l;(z;)) se factorise a travers AP(V).

On dispose donc d’une application bilinaéaire b : AP(V*) x AP(V) — k.

Fixons (e,- - ,e,) base de V.

Soit (e7,--- ,er) base duale.

(er)re», base de AP(V), (e}) ez, base de AP(V*).

ble¥,er) =0si 1 # J,bleh,er)=1sil=1J

IT=i < <ip, J=71 < <7

(€§k(€il)>1§k’l§p la premiére ligne non nulle = 3l, j; = ;. Sil > 1, alors i; < j; et lapremiére

colonne est nulle , d’ou j; = iy si det # 0.
On poursuit avec j, et on obtient det # 0 <= [ = J.
O

Remarque 11.59. On a vusiu € Z(V), on a Vp = 0,---n, APu: APV — APV. pour p=n,

A™u est la multiplication par detu.
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Lien avec les déterminants mineurs d’une matrice

M e M,(k), I,J € &,, M la matrice extraite obtenue en prenant les lignes dont 'indice
est dans I et les colonnes dont 'indice est dans J det()M; ; déterminant mineur d’indices I
et J .

On considére M comme une application linéaire u : k" — k".

Pour p < n, on dispose de APu : AP(k") — AP(k"™). La matrice de APu dans la base (er)re,,

(e1,++ ,e,) base canomique de k" est la matrice formée des déterminants mineurs de taille

P

Démonstration. er = e;; N---Ney,

Le coefficient de matrice de APu entre ey et e; est donnée par : < e}, APu(ey) >

Nrules) = ulej) A -+ Nuley,)

On a vu ci-dessus e} = ¢;, A -+ Nej

. via la forme bilinéaire.

Il faut donc calculer

<el N---ANer

71 ip’?

u(ey) A--- Nufeg,) > = det(eg(ule;l)))

(11.18)
= d@tM[,J

mi; =< e}, u(ej) >

Conséquence Déterminent mineur d’un produit de 2 matrices M,N

det((MN)r,y)

Soit u € Z(k™) de matrice M, v € £ (k") de matrice N. Alors u o v a pour matrice MN,
det((MN)y ;) = coefficient de la matrice de AP(uv) entre e; et ey.

Mais AP(uv) = AP(u)AP(v). La matrice de AP(uv) est la produit des matrices de AP(u) et
AP(v).
D’ou

det(MN)LJ = Z (detMI,K)(detNK’J)

Ke,
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Proposition 11.60. Soit u € Z(v)

det(A[d +u) = Z Tr(APu) A"k

Démonstration. det(Ad + )

A" Nd+u)(egr A=+ Nep) = (Aeg +uler)) A+ A (Aen + ulen))

On développe ce polynéme en A. Pour avoir le terme en A% il faut prendre (n — k)e; et

ku(e;).

J1 < -+ < jr d’ott au signe prés (1)

Qu’on somme

ere A Nu(er) = ege A Z det(Mjrey)
e (11.19)

= ey N\ det(MH)eI

Z 8([)6[e Ner- det(M[[) = Z [ WARERNA Gndet(M[[)
1€y, e,

= () det(Mpp))es A+ Ney (11.20)

1€y,

=Tr(A*u)e, A+ Ney



