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Chapitre 1

Ensembles, dénombrement et dénombrabilité

1.1 Opératious sur les ensembles

Soit E un ensemble, on ecrit x € F : « x approtient a E ». Un ensemble A tel que A C E
est appelé un sous-ensemble ou une partie de F.

L’ensemble qui ne contient aucun élément est appelé ’ensemble vide, noté @.

Soit A, B C E, on définit

— Union AUB:={weF:weAouwe B},
— Intersection ANB:={weFE:weAetwe B},
— Complimentaire A% :={we E:w¢ A},

— Différence de A avec B A\B := AN B¢,
— Différence symétrique AAB := (A\B) U (B\A).
Attention! A\B # B\A.

Soit £ un ensemble, I un ensemble d’indice arbitraire, et (A;),., une famille de sous-

ensembles de E, on définit

— Union A, ={weE:Jiel, tel quew € A;},
i€l
— Intersection (N A;:={weE:VieclweA}.
i€l
U A; et «disjointe » si les (A;);er sont 2 & 2 disjoint. (c-a-d : A, NA; = @ sii # 7, 4,
el
j € I) Dans ce cas, on écrit aussi « | | 4; ».
i€l
Disbutivité :

i)nB: U(A:NB),

i€l

~(ya
~ (na)us=nunm),
( A

il

N

el

C

icl

. (U Ai)c A

icl icl
Produit cartésien :

AxB:={ (a,b) :a€Aetbe B}.
~——

couple ordonné
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n > 2 entier

A" := le produit A x ---x A.
—_—

n fois

P(E) :={A:AC E} est appelé 'ensemble de tous les sous-ensembles de E. C’est-a-dire
AeP(E)= ACE.
VA € P(FE), on définit la fonction indicatrice de A

]lAZE—)R
1 size A

€T — .
0 sixe A€

Définition 1.1.1 (Injective, surjective, bijective) f: A — B une application est
— injective si tout élément de B est 'image d’au plus un élément de A,
— surjective si tout élément de B est 'image d’au moins un élément de A,
— bijective si elle est injective et surjective.

Si f est bijective, on peut définir application inverse =1 : B — A.

Attention! Pour une partie S de B, I'image réciproque de S par f est 'ensemble

f1S) ={weA: flw) e S}

1.2 Ensembles finis

Définition 1.2.1 Eensemble fini, cardinal| Un ensemble F est fini s'il existe un entier n > 0
et une bijection de [1,n] sur E. (convention « [1,0] = @ »)

Cet entier n est appelé cardinal de E, on encore nombre d’élément de E. On note
n = Card (E) = |E| = #E.

Notation
— N={0,1,2,...} ensemble des entiers naturels,
— N = N\{0},
— Z 'ensemble des entiers relatifs,
— @ l'ensemble des nombres rationnels,
— R I’ensemble des nombres réels,
— C l’ensemble des nombres complexes.

Lemme 1.2.1 Le cardinal d’un ensemble fini £ est bien défini.
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Démonstration. Supposons que E soit un ensemble fini. Par définition, il existe au moins un
entier naturel n et une bijection f : [1,n] — E. Supposons qu’il existe un autre entier naturel
m et une autre bijection g : [1,m] — E.

Considérons 'application composée
h=g'of:[l,n] — [1,m].

Puisque f et g (et donc g~') sont des bijections, h est également une bijection.

(<) Comme h est injective, les images h(1), h(2),...,h(n) sont n éléments distincts de [[1, m].

Le cardinal de [1, m] étant m, on en déduit nécessairement que n < m.

(>) Reéciproquement, considérons 'application réciproque h™' = f~to g : [1,m] — [1,n].
Celle-ci est aussi une bijection. Par le méme argument, I'injectivité de h~! implique que

m < n.

Des deux inégalités n < m et m < n, on conclut que n = m. Ainsi, 'entier naturel n
associé a toute bijection d’un intervalle entier sur E est unique. Ceci prouve que le cardinal de

E est bien défini. N

Remarque Soit E un élément fini de cardinal n > 1.

Une bijection ¢ € [1,n] — a; € E permet de numérotir les éléments de E et d’écrire
E=Aay,...,a,}.
Définition 1.2.2 (Ensemble infini) Un ensemble E est infini s’il n’est pas fini.

Proposition 1.2.1 Si A et B sont des ensembles finis, alors A U B l'est aussi et 'on a la

formule

Card (AU B) = Card (A) 4+ Card (B) — Card (AN B).

Démonstration. Ona AUB = AU (B\ANB). Or A et B':= B\AN B sont disjoints. Ils sont
~———
—B\A
des ensembles finis.

Si [1,n4] ERN A, [1,m] & B’ deux bijections, alors

ﬂl,nl%—ml]]i)AUB':Al_lB'

fla) e A sia<m
a —
gla—ny) e B sia>m

est une bijection.

Donc Card (AU B) = ny +my = Card (A) + Card (B’).

Mais B = (AN B) U B'. Par le méme argument ci-dessus, on sait que Card (B) =
Card (AN B) + Card (B’).

Par conséquent, Card (AU B) = Card (A) + Card (B) — Card (AN B). O
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Proposition 1.2.2 (Formule d’inclusion-exclusion) Soient A, ..., A, des parties d'un en-

semble F fini, alors
Card (A U---UA,) = zn: Y (=)T'Card (A, N NA).
i=1 1<r <-<ri<n
Remarque Rappel :
— Card (A; U Ay) = Card (A4;) + Card (As) — Card (41 N Ay),
— Card (A; U Ay U A3) = Card (A;)+Card (Ay)+Card (Az)—Card (A4; N Ay)—Card (A N Az)—
Card (A; N A3) + Card (A; N Ay N A3).

Démonstration. On peut montrer que

1A1u~~-uAn = Z Z (_1)j_1]lﬂj A+

Jj=lJcin],|J]=;

En prenant ’espérance des deux cotés, on obtient la formule d’inclusion-exclusion.

On peut aussi démontrer cette formule par récurrence sur n. O
Notation Soit f: E — F, B C F I'image réciproque de B par f :
FUB) = {w € B: f(z) € B},
Si A C E, I'image directe de A par f :

f(A) :={f(a) :a € A}.

Proposition 1.2.3 Soient E et F deux ensembles avec E fini. Si f : E — F est une applica-
tion, alors f(F) est fini et Card (f(F)) < Card (E).
De plus, Card (f(F)) = Card (F) si et seulement si f est injective.

Démonstration. Pour chaque y € f(E), on choisit un z,, € f~!(y).
Alors I'application
g: f(E) > E ={2,€e E:ye f(E)}CE
Yy
est surjective par définition.

Elle est injective : Si x,, = x,, avec yy, yo € f(E), alors y; = f(zy,) = f(zy,) = yo.

Donc g est bien bijective et alors
Card (f(F)) = Card (E') < Card (E) < +o0.

* Si f est injective, alors f : E — f(FE) est bijective et donc Card (f(F)) = Card (E).

* Si f n'est pas injective, Jy € f(E) et 1 # x, € E t.q. f(x1) = f(x,). Donc z; ¢ E' or
z1 € E. Donc E' C E ce qui implique que Card (E') = Card (f(E)) < Card (E).
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Par conséquent, Card (f(FE)) = Card (F) si et seulement si f est injective. O

Théoréme 1.2.1 (Principe des tiroirs) Sil’on place n objets dans m tiroirs avec n > m, alors

il y a un tiroir qui contient au moins deux objets.

Démonstration. Soit

¢ : E = {objets} — F = {tiroirs}

z — ().
Comme
Card (¢(E)) < Card (F) = m < n = Card (F),
on sait que ¢ n’est pas injective. Donc Jy € F tel que f~!(y) a au moins deux éléments. O

Exemple 1.2.1 Dans une piéce ot il y a n > 2 personnes, ces gens se serrent la main (#&F)
pour se saluer. Alors & chaque instant, il y a deux personnes qui ont serré la main & un nombre

identique de personnes.

Démonstration. Si a un instant donné, k > 2 personnes ont déja serré la main, alors le nombre
de mains serrées par 1'une de ces k personnes est un entier entre 1 et k— 1. Donc par le principe

des tiroirs, au moins deux de ces personnes ont serré le méme nombre de mains. O

Exemple 1.2.2 Soit n € N*. On consideére des entiers aq, . . ., a,, non neccessairement distincts.
Montrer qu’on peut trouver un sous-ensemble # @ des ces n entiers dont la somme divisible

par n.

Démonstration. On pose S = ay,S2 = a1 +ag,..., S, =a1+ -+ ay.
* Silun des S; =0 mod n, c’est bon.

* Sinon, ils sont dans 1,...,n—1 modulo n, n—1 tiroirs. Par le principe des tiroirs, il existe

Sy, Sj, avec j; < jo dans le méme tiroir. Donc S;, — S5;, =0 mod n.

1.3 Dénombrement

Proposition 1.3.1 Si E est un ensemble de cardinal n, alors P(E) a pour cardinal 2".

Démonstration. On définit

¢ :P(E)— {0,1}¥ = {f : E — {0,1} application}
A 14

Alors, ¢ est une bijection :
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Surjective : Pour f : E — {0,1}, on pose A; := {z € E : f(z) = 1}, alors ¢(Ay) =
Ta, =f.

Injective : Si A, A’ C Etelsque 14 =1y, alorsx € A & () =1 1a0(z) =1&
x € A. Donc A=A

Ainsi on a
Card (P(E)) = Card ({0, 1}¥) = 20d(E) = on,
O
Soient Fi, ..., E}; des ensembles. On note le produit cartésien
E1X"'XEk:{ ($1,...,3§'k) ::BjEEj,léjék}

une k-liste ou un k-uplet (avec ordre)

Définition 1.3.1 Soit p € N* et F un ensemble. On appelle p-arrangement d’éléments de
E toute p-liste d’éléments de £ 2 a 2 distincts.

Théoréme 1.3.1 Si Card (E) = n, alors

n!

AP = Card ({(x1,...,2p) € EP 1w, # 25,0 # j}) = (n—p)!
0 sip>n

sip<n

Démonstration. Soit p < n. Pour construire un p-uplet d’éléments distincts dans E :
— Pour z; : n choix possibles,
— Pour x5 : n — 1 choix, (car x5 # 1)
— Pour 3 : n — 2 choix, (car z3 # 1, x2)
— Pour z, : n — p+ 1 choix.

Par le principe multiplicatif, le nombre total est
n!
(n—p)t

A =nn—1)(n—-2)...(n—p+1) =

n

Si p > n, il est impossible d’avoir p éléments distincts dans un ensemble de cardinal n,
donc AP = 0. O

Corollaire Le nombre d’injections d'un ensemble E de cardinal p dans un ensemble F de

cardinal n est AP.

Démonstration. On pose E = {ay,...,a,}, alors f : E — F est injective < z; = f(a;) € F
sont 2 & 2 distincts < (7;)1<j<p €st un p-arrangements d’éléments de F.

Donc on a une bijection entre les injections de E' & F et les p-arrangements d’éléments de

F. O

Définition 1.3.2 Une permutation d’un ensemble £ est une bijection de E sur lui-méme.
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Corollaire Le nombre de permutations d’un ensemble de cardinal n est n!.

Rappel Coefficient binomial : (n) =CP .= 1,
p

Théoréme 1.3.2 Le nombre de sous-ensembles de cardinal p dans un ensemble E de cardinal

n
n est < )
b

Démonstration. Tout p-arrangement (zy,...,2,) de E induit un sous-ensemble {z1,...,2,} C
E (non ordonné).

Soit F' = {z1,...,z,} un tel sous-ensemble. D’aprés le théoréme précédent, le nombre de
p-arrangements de F est p!. Par conséquent, le nombre de combinaisons de p éléments de F
vaut AP /pl. O

Exercice 1.3.1 (Anagrammes) Etant donné un mot m, on appelle anagramme de m tout mot

formé par les mémes lettres que m.

1) Quel est le nombre d’anagrammes du mot orange ?
2) Quel est le nombre d’anagrammes du mot ananas ?

3) Quel est le nombre d’anagrammes d’un mot contenant n; fois la lettre [y, ny fois la lettre

ly, ..., n, fois la lettre 1,7

Solution.
1) Il y a 6! permutations des 6 lettres distinctes. On a donc 6! anagrammes du mot orange.

2) On peut permuter les 3 apparitions de la lettre a sans changer ’anagramme associé. Donc

6!
on a 39 60 anagrammes.
3) (n1+"'+np)!
nilng! .o mp!

Lemme 1.3.1 (Formule du bindéme) Pour tous a,b € C,n € N*, on a

(a+b)" = Zn: (Z) "k,

k=0

o0
Démonstration. On a (a+0)" = (a+b) x --- x (a+b) = > cra*b"F.
k=0
Un terme du produit s’obtient en prenant un facteur dans chaque parenthese.

Soit a soit b 8’il y a k facteurs a, alors il y a n — k facteurs b.
Chaque terme est de la forme a*b" % o1 0 < k < n.
kbn—k

Pour chaque k fixé, il y a autant de termes de la forme a qu’il y a de fagons de choisir

les k£ parenthéses ou l'on prend les facteurs a. O
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Théoréme 1.3.3 (Formule de Vandermonde) Soient m,n,p € N, on a

21650 -("7)

Démonstration. Soient a,b € C, par formule du bindéme, on a

m—+n
(a+b)"" = Z (m + n> alp™tnr,

p=0 P

et

(a+b)"" = (a+b)"(a+b)"

() G 0)

-3 s (D) =i

p=0 0<k<min(m,p)
p—k<n

Mais (" =0sik>met " =0sip—k>n.
k p—k

Donc
m+n p
@ty =33 ( ) ( )bm
p=0 k=0
En comparant les coefficients de a?b™™™ P, on obtient la formule de Vandermonde. O]

1.4 Dénombrabilité

Définition 1.4.1 Un ensemble est dénombrable s’il est en bijection avec N. Il est au plus

dénombrable s’il est fini ou dénombrable.

Si E est fini, on peut énumérer ses éléments comme une suite finie z1, s, ..., ;.

Si E est dénombrable, on peut énumérer ses éléments comme une suite infinie (x,,)n>0.

Proposition 1.4.1 Un ensemble A est au plus dénombrable s’il existe une injection de A
dans N. Donc un ensemble est au plus dénombrable si et seulement si il est en bijection avec

une partie de N.

Démonstration.
(=) Par définition.

(<) Soit f: A — N une injection. Si f(A) est un ensemble fini, alors A est un ensemble fini
car f: A — f(A) est bijective.
Si f(A) n’est pas fini, alors on construit par récurrence une suite (a,)nen par ag =

min f(A) et Vn € N,a,4; = min{z € f(A) : z > a,}.
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Alors

N—L o p(a) L5 4
1jection

noo— oa, — [ (a)

est une bijection. Donc A est dénombrable.

Corollaire Un sous-ensemble infini d’'un ensemble dénombrable est dénombrable.

Un sous-ensemble d’un ensemble au plus dénombrable est au plus dénombrable.
Lemme 1.4.1
1) 3f : A — B injective avec B au plus dénombrable = A est au plus dénombrable.

2) 3f : A — B surjective avec A au plus dénombrable = B est au plus dénombrable.

Démonstration.

1) Comme la composition de deux injections reste injective, cela résulte de la proposition

précédente.

2) Si f: A — B surjective, Vb € B, on choisit un antécédent a, € A de b par f, c-a-d
f(ab) =b.
On note A" ={a,: b€ B} C A. Alors f: A — B est une bijection.

Si A est au plus dénombrable, A’ Iest aussi (par le corollaire ci-dessus) et donc B est

aussi.

O

Théoréme 1.4.1

1) Si Ay,..., A, sont (au plus) dénombrables, alors le produit A; x Ay X -+ x A, est (au
plus) dénombrable.

2) Si (A;)ier est une famille au plus dénombrable (I # & est au plus dénombrable) d’en-

sembles au plus dénombrables (chaque A;), alors 'union [J A; est également au plus

i€l
dénombrable. Si I'un des A; est dénombrable, | J A; est alors dénombrable.
i€l
Démonstration.
1) On peut supposer que Ay = Ay =---=A, =N"={1,2... }.
Notons p1 = 2,ps = 3,...,p, les n plus petits nombres premiers.
L’application
f(N)" — N
(i1, ... i) > PP pin

est injective grace a I'unicité de la décomposition en facteurs premiers d’un entier donné.

Par le lemme, on voit que (N*)"™ est dénombrable.
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2) Si [ est fini, on peut ajouter des A’ vides sans changer ["union (J A;.
iel
Donc sans perte de généralité, on peut supposer que I = N*.
L’application
N* x N* — | J 4
iel
(n,m) — le m-iéme élément de I'ensemble A,
est surjective.

Le lemme précédent permet de conclure.

Si I'un des A; n’est pas fini, alors |J A; ne Uest pas non plus.

i€l
]
Remarque
Sil'un des A;, 1 <i < nestvide, A; X --- X A, est vide.
Sinon, si I'un des A; n’est pas fini, alors A; x --- x A,, n’est pas fini.
Exemple 1.4.1
1) Z est dénombrable, car
{1,-1} xZ - Z
(e,n) —en
est une surjection et Z est infini.
2) N? est dénombrable, car
N2 - U Aj,
jEN
ot A; = {(a,b) € N*:a+ b < j} sont ensembles finis.
3) Q est dénombrable.
4) Z[X] est dénombrable. (Indice : Z[X]| = | Z,[X].)
neN
Théoréme 1.4.2 R n’est pas dénombrable.
M¢éthode 1. Raisonnement par l'absurde en utilisant le procédé diagonal de Cantor. O

Méthode 2. Comme R est infini, pour montrer qu’il n’est pas dénombrable, il suffit de montrer
qu’il n’existe pas de bijection de N dans R.

Soit f : N — R une bijection. On a donc une suite (u,),eny d’éléments 2 & 2 distincts dans
R.

On note E ={u, : n € N} = f(N) C R.

On va montrer que f n’est pas surjective en construisant un y € R\ E.

En fait, on va construire deux suites de Cauchy (a,), (b,) avec a, < b,,¥n € N et u,, ¢

[a,,b,] pour tout n € N,
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Pour n = 0, on prend ay < by, ag, by € Q tels que uy # 0, 35 € {1,2,3} tel que u; ¢ Ig =

[ar, bi]. ]
Alors ag L a; < by < b() et by —a; = g(bg — CL()).
On continue comme ¢a, alors u, ¢ [a,,b,] et a,,b, € Q.

(@n)n=0 est croissante, (by)n>o est décroissante et

1 n—1
0< Ap — Ap—q < bn—l — Qp—1 = (g) (bo — CLQ),

1

n—1
0< bn—l — bn < bn—l — Qp—1 = (g) (b() — CL())‘

Donc (a,,), (b,) sont des suites de Cauchy dans R.
y := lim a, = lim b, existe dans R et Vn € N,y € [a,, b,].

n—oo n—o0

Mais u,, & [an, b,] pour tout n € N. On en déduit que ¥Vn € N,y # u,.
Autrement dit, f n’est pas surjective. Donc R n’est pas dénombrable.
Corollaire R = |J[n,n+ 1[= [0,1] n’est pas dénombrable.

neZ
{0, 1} n’est pas dénombrable. (Indice : utiliser la représentation binaire)

Proposition 1.4.2 Soit £ un ensemble. Il n’existe pas de surjection de FE dans P(FE).

Démonstration. Soit f: E — P(FE) application. Posons X = {zx € E: 2 ¢ f(x)} C E.
S’il existe a € E tel que f(a) = X :

— Soit a € X alors a ¢ f(a) = X ce qui est contradictoire.
— Soit a ¢ X alors a € f(a) = X ce qui est contradictoire.

Donc X ¢ f(FE) c’est-a-dire f n’est pas surjective.

Corollaire R et P(R) ne sont pas en bijection.

Ensembles finis — N - R

distinct par leurs cardinals dénombrable non-dénombrable en bijection P(N)

Définition 1.4.2 (Hypothése du continu) Il n’y a pas de cardinaux strictement compris entre

celui du dénombrable ¥ et celui du continu N;.

Théoréme 1.4.3 (Paul Cohen, 1963) Si le systéme des axiomes de la théorie des ensembles

de Zermelo-Fraenkel (ZF) avec I’axiome du choix est non contradictoire, alors ’hypothése du

continu n’est pas prouvable & partir de ZFC.
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Chapitre 2

Espace de probabilité

2.1 Espaces de probabilité (ou Espaces probabilisés)

— L’espace d’état « univers » ) est un ensemble contenant tous les résultats possibles de

I’expérience aléatoires.

— L’ensemble des événements F contient certaines parties du €2,

un événement = {w € Q tel que « w vérifie une certaine proprété »}.
— La probabilité IP est une application de F a [0, 1].
— Triplet (€2, F,P) est appelé espace probabilisé.
Définition 2.1.1 (Tribu(c-algebre), espace probabilisable) Soit 2 un ensemble non vide
(quelconque). On dit que F C P(R2) une tribu (ou une o-algébre) sur (2 si
1) Qe F
2) F est stable pour passage au complémentaire : A € F = A = Q\A € F

3) F est stable pour union dénombrable : si (A;);en est une suite d’éléments de F, alors

U A eF

i€N

Dans ce cas, on dit que (2, F) est un espace probabilisable.

Proposition 2.1.1 Soit (€2, F) un espace probabilisable. Alors
1) @ € F,

2) Si (A,)nen est une suite d’éléments de F, alors [ 4, € F,
neN

3) SiAy,..., A, € F, alors |J A € Fet (] Ai € F,

i=1 i=1

1) VA,B € F,A\B € F.

Démonstration.

1) Qe F=2 € F,

2) (ﬂ An)cz U (49) e F.

neN neN

3) Prenons A,, = A, pour tout m>n, F> |J A, = A1 U... A, € F,
neN

4) AB=AN(Q\B)=ANB"c F.

19
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Définition 2.1.2 (Axiomes des probabilités) Soit (2(# @) un univers muni d’une tribu. Une
fonction P : F — [0, 1] est appelée (mesure de) probabilité si

— A1:P(Q) =1,
— A2 (0-additivité) : Pour toute suite (A,),>1 d’élément de F 2 a 2 disjoints, on a
P (|_|An> :IP’<UAn> => P(4,)
n>1 n=>1 n=>1
& est appelé ’événement impossible, () est appelé ’événement certain.
Pour A € F, P(A) est appelée probabilité de I’événement A.

Remarque SilP: F — R = [0, +00] vérifie seulement A2, alors P est une mesure sur ’espace
mesurable (€2, F).

Définition 2.1.3 (espace probabilis¢) Un espace probabilisé est un triplet (2, F,P) ou
(Q, F) espace probabilisable et P une probabilité sur (02, F)

Remarque

Si Q est au plus dénombrable, on prend F = P(2) la plus grande tribu possible sur 2.
Si 2 est non dénombrable, il est possible qu’il existe aucune probabilité sur (€2, P(£2)).

Théoréme 2.1.1 Soit 2 au plus dénombrable.

Q= 0,1 1) Vw e Q, p, 20
Une probabilité P sur (©2, P(Q2)) 25 une fonction P 0.1 vérifiant
W = Py 2) %pw =1
we

P— p, = P({w})

pr pw weN

weA

est une bijection.

Démonstration.
(=) Pour tout w € €, le singleton (. 54E) {w} appartient & P(Q).

Si P est une proba,

Vw e Q, p, =P ({w}) >0 et pr ZIP){ N (U{w}>:

we weN we

(<) Sip,20,weQet > p, =1, on définit

weN
P:P(Q) — [0,1]
A= P(A) =) p..

wEA

VAeP(Q),0<P(A)=> po <) pu=1

w€eA weN

Alors,
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Particulierement, on a

P(Q) =) p.=1

SiA;eP(Q),ie NJANA =0,i# j, alors

IP’<|_|AZ-> =Y =) (Zm) => P(A4).

iEN we |_| Ai iEN WEA-L' iEN
1€EN

Donc P est une probabilité sur (2, P(Q)).

Théoréme 2.1.2 Soit (2, F,P) un espace de probabilité. Alors,
1) P(o) =0,

2) Pour toute famille (A, ..., A,) d’événements 2 a 2 incompatibles,

P(AlumuAn)_iIP(Ai),

3) VAe F,P(A%) =1-P(A),
4) VA, Be F,AC B,onaP(B\A) =P (B) —P(A). En particulier, P(B) > P (A4),
5) VA, Be F,onaP(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB).

Démonstration.

1) Soient A,, = &, Vn > 1. Par o-additivité,

iﬂ”(@) :iP(An) —P (G An> —P(2)=P(2)=0.

2) On applique o-additivité & (B,,)m=1 ou By, = A, sim < n, B, = & si m > n.

]P(Alu---UAn):]P’<U Bm> :ZJP’(Bm):iIP(Bm)JrO:iIP(Ai).

m>=1 m>=1 m=1

3) Q=AU A on a alors
1=P(Q)=P(AUA®) =P(A) +P(A°).

4) B=AU(B\A) =P (B)=P(A) +P(B\A).
5) AUB =AU (B\A) = AU (B\(AN B)), donc

P(AuB)=P(A) +P(B\(ANB))=P(A)+P(B)-P(ANB).
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Notation
— F : o-field,
— A : o-algébre.

Si Q est au plus dénombrable, on prend F = P(),

VweQ {wye F=>VAeP(Q), A= | J{w} e F.
weA
Si €2 n’est pas au plus dénombrable, on prend F une tribu construite & partir des événe-
ments de base en utilisant passage au complémentaire / union / intersection dénombrable.
Potentiellement F # P(2) lorsqu’il n’est pas possible d’étendre une probabilité définie sur
ces événements de base a une probabilité définie sur P(£2).
Exemple 2.1.1 (Ex9 TD3)

HY0O<a<b<1P([a,b])=b—a,
3P probabilité sur ([0,1],P([0,1])) t.q.

2) invariance par translation.

La tribu borélienne B([0, 1]), définie comme la plus petite tribu contenant les intervalles
[a,b] pour tous 0 < a < b < 1, est appelée tribu de Borel. On va construire une telle

probabilité P sur celle-ci.
Exemple 2.1.2 Soit Q = N et F = P(Q).
1) Loi géométrique, Géom(p)
Si p €]0,1[, on pose
P({n})=p.=01-p)"p
pour n = 0.
On ap, >0 et ;0 pn = 1. La famille (p,,)n>0 définit une probabilité sur N.
2) Loi de Poisson, Poi(\) ou P())
Si A > 0, on pose
P({n})=p.=e" —
pour n = 0.

On ap, >0et > p,=1. La famille (p,),>o définit une probabilité sur N.

n=0
Définition 2.1.4 (Probabilité uniforme) Soit € un univers fini. On prend toujours F = P(£2).
On définit

Card (A)
P(A) = — = tout A C Q.
(A) Card ()’ pour tout A C
1
[P est une probabilité appelée probabilité uniforme sur 2. On a P ({w}) = CT(Q) pour
ar

tout w € €2, ce qui ne dépend pas de w.



2.1. ESPACES DE PROBABILITE (OU ESPACES PROBABILISES) 23

Exercice 2.1.1 Considérons un jeu de cartes : 13 valeurs (A,2,3,...,J,Q, K) et 4 enseignes
(carreau {, coeur Q| tréfle &b, pique #). Dans ce jeu, 5 cartes sont distribuées au hasard a un
joueur.

Modélisation : €2 = I’ensemble des parties & 5 éléments de I'ensemble des 52 cartes. On a

52

Card () = <5

) < +4oo, F=P(Q)

On munit €2 de la probabilité uniforme IP.

Q1 : Soit A = «le joueur a exactement 3 cartes de carreau ».

1 271
Card (A) = (33> X (329), P(A) = % ~ 0, 08.

Q2 : Soit B = « le joueur a au moins 2 cartes de méme valeur ». Alors B¢ = « le joueur
a b cartes de valeurs différentes ».

2053

= ——~0,49.
4165 0,49

Card (BY) = (153) x4° P(B)=1-P(BY)

Exercice 2.1.2 Soient n personnes nées au hasard une année ayant 365 jours. Soit p, la
probabilité qu’au moins deux personnes aient leur anniversaire le méme jour.

On pose
Q=[1,365]" = {w = (w1,...,wy) : V1 <i < n, w; €[1,365]}.

Alors Card (2) = 365".
Soit A ={w € Q:3i#j, wy=w;}. Ona Card (A%) = A%, Ainsi,

Card (A%)

P(A)=1-P(AY) =1 Card (Q)

Théoréme 2.1.3 (Continuité par le bas et par le haut des probabilités)
Soit (€2, F,P) un espace de probabiliteé.

1) Soit (A, ),>1 une suite croissante d’événements (c-a-d A,, C A, pour tout n > 1). Alors
P (L_JlAn> = lim P(4,).
2) Soit (A, )n>1 une suite décroissante d’événements (c-a-d A,.; C A, pour tout n > 1).
Alors
P (QAH> = lim P(A,).

Démonstration.

1) On écrit
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qui est une union d’événements deux a deux disjoints. Par o-additivité,

P (G An> =P (4) +§:P(An\An_l).

D’autre part, par additivité finie,

k
P(Ay) =P (4)) + Z]P’(An \ A,-1) pour tout k > 2.

n=2

Ainsi, la limite limy_,, P (Ay) existe et est égale & P ( U An>.
n=1

2) La suite (AY),> est croissante. D’aprés 1),

P (U Af;’) = lim P (A9).

n=1

Par conséquent,

P(ﬂAn> :1—IP<UA,§) =1- lim P (A7) = lim P(4,).
n=1 n=1

]

Corollaire Soit (A,),>1 une suite d’événements (non nécessairement monotone). Alors

P(UAn) :JLIEOP<UA;§) , P(ﬂAn> :T}Lr{:oIP’<ﬂAk> )
n=1 k=1 n=1 k=1
Démonstration. Posons B,, = |J Ag. La suite (B,,) est croissante. D’aprés le théoréme,
k=1
P <L_)13n> = lim P(B,).
Or, on vérifie que |J B, = |J A,. La preuve de la deuxiéme formule est similaire. ]

Sous-additivité de P Soit (A;);c; une famille au plus dénombrable d’événements. Alors
P (UAZ) <) P4,
iel i€l

Démonstration. Comme [ est au plus dénombrable, on peut supposer I C N. Alors

UAi:AminIU U AZ\UAJ

i€l i€l Jjel
+>min [ J<i
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est une union disjointe. Par o-additivité,

IP’(UAZ): Awnt) + D PLAN A4

el i€l J€eI
i>min [ 1<

Comme A; \ U 4; C 4;, on a

7<i

PlANJA4 | <PA).
g€l
1<t
On en déduit
P(UAZ) SP(Amnr) + Y P(A) =) P(A4). O
iel iel iel
17#min [
Définition 2.1.5 (Négligeable, presque stir)
Un événement de probabilité nulle est dit négligeable.
Un événement de probabilité 1 est dit presque stir ou presque certain. Une propriété

vérifiée sur un événement de probabilité 1 est dite presque stre (p.s.).

Corollaire Une réunion au plus dénombrable d’événements négligeables est négligeable.

Démonstration. Soit (A;)icr une famille au plus dénombrable d’événements tels que P (A4;) = 0

pour tout ¢ € I. Par sous-additivité,

(UA) Z (A;) = 0. O

el

Exemple 2.1.3 (Jeu de Pile ou Face) Lancer une piéce équilibrée une infinité de fois. Soit

A = «le k-éme lancer est Pile » pour k£ > 1. On pose
Q= {0, 13" = {(an)p>1 : @, = 0 ou 1 pour tout n > 1}.

1 n 1\"
On aP(Ay) = 5 pour tout k> 1et P < N Ak> = (5) pour tout n > 1.
k=1

Soit A = [ Ax = « on n’obtient que des Piles » = {(0,0,...)} # @. Alors

k=1
P(A) = lim P ﬂA im (L) — o
e RlTER\) T

=1
Ainsi, A est négligeable.
De méme, P ( N Ak) 0 pour tout n > 1. Par sous-additivité,
k=n

(0] s (fe) -
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(0(p9)-

Ce dernier événement signifie « il y a une infinité de Faces dans la suite ».

En passant au complémentaire,

2.2 Probabilité conditionnelle et Indépendance

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité.
Théoréme 2.2.1 Pour A € F avec P(A) > 0, l'application

Py: F—R

est une probabilité sur (2, F).

Démonstration. D’abord, BN A C B, donc 0 < P(BNA) < P(A), ce qui implique P4(B) €

PQNA
[0,1] pour tout B € F. Ensuite, P4(2) = W
(Bj)j>1 C F une famille d’événements deux & deux disjoints. Alors

(05 r((un)n) #(ymn) S

P (A) N P (A) N

= 1. Enfin, pour la c-additivité, soit

=1 j>1 j>1

]

Définition 2.2.1 (Probabilité conditionnelle) Dans ce cas, P4 est appelée probabilité condi-
tionnelle sachant A. Pour tout B € F, P(B | A) := P4(B) est appelée probabilité condi-
tionnelle de B sachant A.

Remarque P(A°|B) =1-P(A|B) = 1—Pg(A), mais P(A|BY) #1—-P(A|B) en
général.

Proposition 2.2.1 (Probabilités conditionnelles en chaine / Formule des probabilités compo-
sées) Soit n > 2et Ay, ..., A, des événements tels que P (A; N---NA,) > 0. Alors

<ﬂAk> =P (A) xP(Ay | A) x P(Ag | A1 N Ay) X - xP(A, | A;N---NAp_y)

n

=P(A) x [[P(Ax | AN Apy).

k=2
Démonstration. On procéde par récurrence. Pour n = 2, c’est la définition de la probabilité
conditionnelle. Supposons la formule vraie pour n — 1. Alors

() ((Q4) ) =#(0)#(+]0

OAk>.




2.2. PROBABILITE CONDITIONNELLE ET INDEPENDANCE 27

Par hypothése de récurrence,

n—1
(ﬂAk>: (A) x J[P(Ak [ A0 Apy).
k=2
Donc

(ﬁ >= ﬁP(Ak|A1m"-ﬂAk_1).

k=2

]

Définition 2.2.2 (Systéme quasi-complet) Un systéme (A;);c; est dit quasi-complet pour
(Q,F,P)siA; € F, I CN, AjNA; = @ pour tout i # j, et > . P
(X173) au plus dénombrable de € (a un ensemble négligeable pres).

(A;) = 1. C’est une partition

Théoréme 2.2.2 (Formule des probabilités totales) Soit (A;);e; un systéme quasi-complet
d’événements de (2, F,P) tel que P (A;) > 0 pour tout i € I. Alors, pour tout B € F,

=> P(B|A)P(A).

il

Démonstration. On a B = |J(A; N B), et cette union est disjointe. Donc

i€l
P(B)=P <|_| (A; N B) ) d P(ANB)=) P(B|A)P(A).
iel iel iel

[l

Théoréme 2.2.3 (Formule de Bayes) Si A, B € F avec P(A) > 0 et P(B) > 0, alors

_P(A|B)P(B)
P(B|A) = P (4)
Démonstration. OnaP(A)P(B|A)=P(ANB)=P(B)P(A| B). O

Exercice 2.2.1 Soient p €0, 1] et a > 0 tels que la probabilité p,, quune famille ait n enfants
vérifie
Yn>1, p,=a-p".
De plus, un enfant a la méme probabilité d’étre un gargon ou une fille.
On pose
— Q = {toutes les familles},
— E; = {familles ayant j enfants} pour j € N,
— Q =,y Ej avec p, = P (E,).
Soient F), = {familles ayant k filles} et Gy = {familles ayant k gargons} pour k € N.
Questions :

1) Calculer pg = P (Eyp).
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2) Calculer P (Es | F3).
3) Calculer P (Gy | F3).

Solution.
1)
L=Y P(E) =Y p=p+ Y ap' =po+ 1.
: e 1—p
JjEN JEN n>1
1—
Il faut que € [0, 1], c’est-a-dire 0 < a < ~— P Alors po=1-— .
L—=p p L—=p
2)
P(Es N F P(Fy | Ey)P(E
p(5y | 1y~ PELNF) _ P(F| E)P(E
P (F3) P(F>)
1\ 2
On a P(Fy | Ey) = (5) , P(Ey) = py = ap®. Pour P(F},), on utilise la formule des

probabilités totales :
ED<}Q) ZZZE:IP(fB |l;n)ED(lan)'

n>0

Sin<2 P(Fy|E)=0.Sin>2P(R|E,) = (”) (1> . Donc

-3 () (5) =35 ()

n=2

En utilisant > >7 ,n(n — 1)z" 2 = pour 0 < z < 1, on trouve

(1—x)3

Ainsi,

GoNFy)  P(GaNFy | E)P(Ey)
P(F) P (Fy) '

B(Gy | Fy) = 2

4\ /1\" 3 )
OnaP(GoNFy | Ey) = 5 = -, P(E4) = ap®. Donc

2 8
gap“ 3p°(2 — p)°
( 2’ 2) 204F 16
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Définition 2.2.3 (Indépendance d’évenements) Deux événements A, B € F sont dits indé-
pendants si

P(ANB)=P(A)P(B).
Remarque SiP(A) > 0, alors A et B sont indépendants si et seulement si P (B | A) =P (B).
Remarque L’indépendance n’implique pas l'incompatibilité. Si P (A) P (B) > 0, alors I'indé-
pendance implique P (AN B) > 0, donc AN B # @. Si A et B sont indépendants, alors A et

B le sont aussi, de méme que A et B®, ainsi que A et B¢,

Définition 2.2.4 (2-a-2 indépendants, mutuellement indépendants) Soit (A;);c; une famille

d’événements d’un espace de probabilité (2, F,P), ou I est un ensemble d’indices arbitraire.

— On dit que (A;);er sont deux a deux indépendants si pour tout i,j € I avec i # j, on

— On dit que (4;);es sont (mutuellement) indépendants si pour toute sous-famille finie
J C I avec Card (J) > 2, on a

P <ﬂ Aj> =[P ).

Attention! Pour I'indépendance de n événements Ai,..., A,, il ne suffit pas de vérifier que
P(AN---NA,) =P(A4))...P(A,). Il faut mentrer que cette propriété de factorisation soit

vraie pour toute sous-famille.

Exemple 2.2.1 On lance deux dés équilibrés ($32][JHLF) a 6 faces. Soient
— A = «le premier dé améne un nombre pair »,
— B = «le second dé améne un nombre pair »,
— (' = «les deux dés aménent des nombres de méme parité ».

Alors A, B, C' sont deux a deux indépendants, mais A et BN C' ne sont pas indépendants,

et A, B, C ne sont pas mutuellement indépendants.

. . B 1 ~ Card(C) 3x3+3x3 1
Démonstration. On alP(A) =P (B) = 3 P(C) = Card () v =3
Puisque ANB=ANC=BNCC,ona
3x3 1
P(AmB)_IP(AmC)_IP(Bm(J)_6x6_z.

Du coup,
P(ANB)=P(A)P(B), P(ANC)=PA)PC), P(BNC)=P(B)P(C).

Ainsi, A, B, C sont deux a deux indépendants.



30 CHAPITRE 2. ESPACE DE PROBABILITE

Cependant, on a AN BN C = AN B (car C est automatiquement vrai lorsque A et B le

sont), donc
1
P(ANBNC)=P(ANB) = 1
. 111 11 ,
Mais P(A)P(B)P(C) = 3'5°3=3 # 7 Par conséquent, P(ANBNC) #P(A)P(B)P(C),
et A, B, C ne sont pas mutuellement indépendants.
Maintenant, considérons BUC. On a :
P(BUC)=P(B)+P(C)~P(BAC) =+ 42 _L_3
B S22 44

De plus, AN (BUC) = (AN B)U(ANC). Mais puisque ANB=ANC (car ANB=ANC

comme noté précédemment), on a :

P(Am(BuC)):P(AmB):i

Or,
13 3 1
Ainsi, P(AN(BUC)) #P(A)P(BUC), donc A et BU C ne sont pas indépendants. O

Remarque L’indépendance mutuellement implique I'indépendance deux a deux. Mais cet exemple

montre que l'indépendance deux & deux n’implique pas 'indépendance mutuellememt.

Proposition 2.2.2 Si (4;);c; sont indépendants, et si pour chaque i € I on pose B; = A; ou

AY | alors (B;)ser sont également indépendants.

Démonstration. 11 suffit de montrer que si (Ay, ..., A,) est une famille finie d’événements indé-
pendants, il en est de méme pour les 2" familles (A, ..., A") avec A} = A; ou AY, 1 <i < n.
On procede par récurrence sur le nombre d’événements complémentaires :

Soit J une sous-ensemble fini de I, Sans perte de généralité, on suppose J C [1,n].
* Si AL = A; pour tout i € J, alors
P (ﬂA§> =[[P).
ieJ ieJ
* Si Card ({1 eJ: A= AZC}) = 1, on peut supposer qu'il s’agit de A} = A{.
On note J{1} = {i1,...,4,} C [2,n]. Alors

P(A{ N (A, N-NA,)) =P(AD)P (4, N---NA,) =P (A) P(A,)...P(4;,).

* Si le cas Card (z eJ A= AZC) = { est vrai, on applique ’étape ci-dessus pour déduire
que le cas Card (i € J : A} = AY) = ( + 1 est également vrai.

]
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Exemple 2.2.2 (Loi binomiale) Schéma de Bernoulli: Ay,..., A, événements indépendants
avec P (A;) = p €]0, 1] pour tout 1 < i < n. Soit By = « exactement k succés parmi ces n

épreuves ». Alors

w5000

ICc[i;n]  \iel i¢l
Card(I)=k
_ n e
ren- ¥ r((Na)a(ne)) - 3 e (Do
IC[1,n] iel i3 IC[1,n]
Card(I)=k Card(I)=k

Modéle de Pile ou Face infini Q= {0, 1}V = {(w;,ws,...) : w; € {0,1}}. Soit
A, = «le n-iéme lancer donne pile »
= {(wk)k>1 S {O, 1}N* LWy = O}

On pose A = {A,, :n > 1} et F = 0(A) = la plus petite tribu contient A.
Il existe une probabilité P sur (€2, F) vérifie que

Vn>1,P(A,) =p€0,1],

(Ay)n>1 est une famille d’événements indépendant.

L’existence de P est non triviale. (la constuction de mesure générale)

Cependant, on ne peut pas prendre F = P(€2).

Démonstration.

Idée : Par l'absurde, nous construirons l'espace de probabilité quotient (Q,P(Q),Iﬁ’) et
une action de Z sur € par translation, g : 7 X QO — Q, (k,w) — gr(wW) qui préservera P. De
plus, nous trouverons un sous-ensemble Q' cQ presque sir t.q. 'action g agira librement sur

celui-ci, c-a-d si w € €, alors gi(w) = w ssi k = 0. Nous trouverons encore un ensemble £ C ¢

t.q. ' = || Gu(E). Cela conduira a la contradiction 1 = P(QY) = 3 P(E).
kez keZ

Détails : Soit P : (©2,P(£2)) — [0, 1] une telle probabilité, on definit une relation d’équi-

valence ~ sur € par
(W)kz1 ~ (Wi)kz1 79 AN € N" t.q. Vj > N, w; = wj.  (égalité a partir d’un certain rang)
On pose Q= Q) ~etm:Q— (NZ, w +— w la projection. De plus, 'application

P:P(Q) — [0,1]
EwP(r'(E))

est une probabilité sur (€, P(Q)). L’espace de probabilité induit (Q, P(2),P) est appelé Ies-

pace de probabilité quotient.
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Ensuite, on note w = (w;);>1 € Q2 et définit la translation sur € :
g:7ZxQ—

(0,...,0,wy,wo,...) sik>0
(k,w) = gr(w) = k fois 0

(u}_k+1,u}_k+2,...> sik < 0

Mais cette translation n’est pas une action de groupe (F{EH]) sur Q, parce que

gk o gr(w)=1(0,...,0,Wrs1,Wkra,-..) # w = go(w).
k fois O

Malgré cela, cette translation g peut induire naturellement une action g de Z sur Q.
g7 x Q-0
(k,w) — gp(@) := gr(@) (I'image directe de W par gi)

1l faut montrer que g est bien défini et qu’il vérifie

ki, ks € Z, Y@ € Q, iy © Gry (D) = Gy 14 (@),
SiAde P(ﬁ), on prend A = W‘l(zzf). Alors, pour tout k& > 0, on a
7l (”gk(fx)) — {0,1}* x A.
Par la propriété du schéma de Bernoulli, on a
P ({0,1}* x A) =P(A). (pourquoi?)
Donc
B (gn(A) =P (7" (3:(4)) ) =P ({0,1}" x 4) =P(4) =P (77}(A)) = B(A),
En utilisant g_;, = (gx) ™', on a alors
B (5(D) = (5 (7.4(4) ) = B(A).

Et pour k = 0, go = idg. De maniére évidente, on a P <§0(ﬁ)> — P(A). Cela prouve que P est
préservée par ’action g.
Soit @ € Q et w = (w;)iz1 € 7 ({@}). Alors,

gr(@) =w e IN eNt.q Vj> N, wjg =wj. (|k|-périodique a partir d'un certain rang)
On pose pour tout k > 1,

Dy={weQ:3INeNtqVji>N, wji,=uw}
= U {weN:Vj>N, wj, =w;}. (dénombrable)
NeN

Ainsi, D := |J Dy, est aussi dénombrable.
k>1
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Lemme 2.2.1 Vw €, P({w}) = 0. C’est-a-dire que P n’a pas d’atome.

Démonstration. Soit w = (w;);>1 € Q2. On pose pour i > 1,

Ai siwi:()
Bi: .
AV siw; =1

On a alors {w} = [ B;. On pose r = max(p, 1 — p) €10, 1], donc

121

P({w}) = (ﬂB) <ﬂ Bz»> - H]P’(BZ-) <k,

1>1

En faisant tendre k vers oo, on obtient P (w) = 0. O

D étant dénombrable, on en déduit que P(D) = 0. On pose D = m(D). On a aussi

n1(D) = D, parce que w € D = & C D. Donc
P@DzPGﬁK@)zP@D:Q

On prend ' = O\ D, alors P(Q) = P(Q) —P(D) =1-0=1.Si & € &, alors §,(0) = &
implique k£ = 0, ce qui signifie que Z agit librement sur % par g.

On définit une relation d’équivalence ~' sur €' :

O~ e 3k €Dt Gul@) =@

& Wy et wy appartiennent a la méme orbite sous 'action de g.

Dans chaque orbite, on choisit un représentant pour former un ensemble £ C % , ¢’est-a-~dire que
F intersecte chaque classe d’équivalence par ~' (chaque orbite sous 'action de g) en exactement
un point.

Si ki, ke € Z, avec ky # ko, et si gki(E) N gke(F) # @, alors il existe wy,wy € F tels que
Gk, (W1) = Gr,(w2). En posant ko = ki — ko # 0, on obtient

—~

Gy (37) = @5 et done &y # @, Gr ~' T,

Ceci contredit la définition de E' comme ensemble de représentants des orbites. Ainsi, les images

gx(E), pour k € Z, sont 2-a-2 disjoints.

On a aussi
O =JaE
keZ
Donc
L= B@) - (u 2l ) S B = Y B
kez keZ keZ

Ce qui est impossible. Par conséquent, on ne peut pas prendre F = P(f). n
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Chapitre 3

Variables aléatoires discrétes

3.1 Variables aléatoires discrétes

Soit (€2, F) un espace probabilisable.

Définition 3.1.1 (Variable aléatoire discréte) Une variable aléatoire discréte (v.a.d.) est

une application X : (2 — E telle que :
1) X(Q) ={X(w) :w € Q} C E est au plus dénombrable.
2) Ve e X(Q),ona X '({z})={weQ: X(w) =1} €F.

Si £ = R, on dit que X est une v.a.d. réelle. Si X(2) est fini, on dit que X est une v.a.d.

finie.

Proposition 3.1.1 Soit X : Q — F une v.a.d. sur (Q, F). Alors VA C F,ona X !'(A) € F.

Démonstration. On a

X1 A)={weQ: Xw) eAl={weQ: X(w)e AN X(Q)}
= |J {we@:Xw)=s}eF

TEANX(Q)

Exemple 3.1.1
1) Fonction constante : Soit ¢ € E fix¢, on définit X (w) = ¢ pour tout w € .

2) Soit A € F, alors X = 14 : © — R est une v.a.d.. Toute v.a. réelle Y qui ne prend

que les valeurs 0 et 1 est nécessairement une fonction indicatrice. En effet, Y = 15 ou
B={weN:Y(w)=1} € F. On l'appelle une v.a. de Bernoulli.

Notation On note :
(XeAl=X"1A) ={weQ: X(w) € A},

P(XeA)=P{X e A}).
Ce type d’événements est appelé événements générés par X. En particulier,
{X =2} ={Xe{a}} =X"(v),
P(X =2)=P{X =2}),
{X >a} ={X €la,00[ } = X~'(]a,o0]).

35
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Désormais, (€2, F,P) désigne un espace de probabilité.

Si X, Y sont des v.a. réelles définies sur le méme (2, F,P), alors

(X=vi={x-v=0= |J ({X=a}n{Y=a}peF

2EX (Q)UY (Q)

Théoréme 3.1.1 (Loi d’une variable aléatoire discréte) Soit X : Q — E une v.a.d. Alors

I’application

P(E) — [0,1]
A—-P(X €A

est une probabilité sur (E,P(E)), appelée loi de X et notée Px. On a

P(X€A)=Px(A)= ) PX=uz.
z€ANX(Q)

Démonstration. On a Px(E) =P (X € E) =P (Q) = 1.
Soit (A;);>1 une famille de parties de E deux & deux disjointes, c’est-a-dire A, N A; = @

pour tout i # j. Alors les événements {X € A;} sont deux & deux disjoints. Donc

Py <|_|Ai> —P (X € |_|AZ-> —P <|_|{X € A,-}) =Y P(X €A) =) Px(A).

i1 i1 i1 i1 i1

Ainsi, Px est une probabilité. O

Définition 3.1.2 (Variable presque stirement constante) X : Q — E v.a.d. est dite presque

stirement constante s'il existe a € F tel que P(X =a) = 1. On note X =a p.s. .
Remarque

1) Si X :Q — FE est une v.a.d., alors pour z # y,on a {X =z} N{X =y} = T et

U (x=231=0.
zeX(Q)
On en déduit que {X = z}, 2 € X(Q) est un systéme complet d’événements associés
aX.Ona

X (Q)

2) Toute probabilité sur un ensemble E au plus dénombrable peut étre considérée comme la

loi d’une v.a.d..

Démonstration. 2) Soit P une probabilité sur E. Alors il existe (p.).cr tel que p, € [0,1],
> pe = 1et P(A) = > p,. On prend (2, F) = (E,P(E)) et X =1id : Q@ — E. Alors

zelR T€A

X(Q)=F et Px({z}) =P (X =2x) = p,. O
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Définition 3.1.3 (Variables de méme loi) Soient X, Y : Q@ — F deux v.a.d.. On dit qu’elles
ont méme loi (ou sont équidistribuées, ou identiquement distribuées) si Px = Py. On
note X ~Y ou X 2V ou X 2 Y. Si X est une v.a.d. et L une loi discréte, on note X ~ L si
Py = L.

Exemple 3.1.2 Soit X = 1 4. Alors X(Q) = {0,1}, Px({1}) =P (X =1) =P (A), Px({0}) =
P(X =0) =P (AY) =1-P(A), et Px({z}) = 0 pour tout = ¢ {0,1}. SiPx({1}) = Px({0}) =
! =P(A), alors X =14 et 1 — X =1 4¢ ont la méme loi, c’est-a-dire Px = P;_x. Mais X et

2
1 — X ne sont jamais égales.

Exercice 3.1.1 Soit X : Q2 — R une v.a.d.. Calculez :
1) lim P(X < x),

T—>+00

2) lim P(X <ux).

T—r—00

Solution.

1) Onnote A, = {X < n} pour n € Z. Alors (A4, ),en est une suite croissante et | J A, = Q.
neN
Donc, par continuité par le bas de P,

lim P(A4,)=P(Q) =L

n—-4o00

Or, pour tout > 0, on note A, ={X <z}.OnalP (ALxJ) <P(A,) <P (AMH). Donc

lim P(A,) = 1.
r—r00
2) Pour n € N, on note A_,,_; C A_,,. La suite (A_,,)en est décroissante et (| A_, = .

neN
La continuité par le haut de P implique que

Jdim P (A) = (ﬂ A_n) =P (@) =0.
neN
Par le méme argument ci-dessus, on a lim P (A,) = 0.

T——00

Proposition 3.1.2 Soit X : Q — E une v.a.d. et f: E — F une application.
Alors fo X : Q — F est une v.a.d. notée f(X) et

vy € F(X)(Q), P(f(X Z P(X

ref-1

Démonstration. D’abord, foX () est au plus dénombrable car X (€2) est au plus dénombrable.
Ensuite, pour tout y € f(X(£2)), on a

(foX) W) =X"'U"w)= || X'weF
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P(X)=y)=P((foX)')= >  PX'@)= ) PX=2).

zeX(Q)Nf~1(y) zef~1(y)

Définition 3.1.4 (Variables presque stirement égales) Deux v.a.d. X, Y définies sur le méme

(Q, F,P) et a valeurs dans le méme ensemble E sont dites presque stirement égales si
PX=Y)=P{we: X(w)=Y(w)}) =1

Autrement dit, X et Y différent sur un ensemble négligeable.
Exercice 3.1.2 Montrer que si X et Y sont p.s. égales, alors X et Y ont la méme loi.

Remarque X et Y ont méme loi # X et Y sont p.s. égales. Deux v.a.d. réelles définies sur

des espaces de probabilité différents peuvent avoir la méme loi.

Exemple 3.1.3 Considérons le lancer d’une piéce : Pile (0) et Face (1).
Soit

X:Q={0,1} - {0,1}
W w.
Alors P(X = 0) = P(X = 1) = %
Considérons maintenant un dé a 6 faces équilibré. Soit
Y =[1,6] = {0,1}

W ]l{w pair}-

1 1
Soit A = «le résultat est pair ». Alors P'(Y = 0) = P/(A°) = 3 PY =1)= 3 Ainsi, X et Y

ont la méme loi.

3.2 Lois discrétes usuelles

3.2.1 Loi uniforme discréte

Soit X : Q@ — E avec Card (E) < 400. On dit que X est une v.a. uniforme (discréte) sur
E (notée X ~U(E) ou X ~ Unif(F)) si et seulement si Px est la probabilité uniforme sur E.
1

Cas particuliers :
— E=1,n],
— FE =[a,b] avec a,b € Z, a <b: X(Q) = [a,b] et
1
P(X =k) Va<k<b X ~Uab]).

:b—a—i—l’
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3.2.2 Loi de Bernoulli

X est une v.a. de Bernoulli si X(Q2) = {0,1}, ce qui implique X = Lx_y;. La loi Px
est caractérisée par P(X = 1) = p € [0,1]. On note X ~ B(p) ou X ~ Bern(p).

3.2.3 Loi binomiale

Soient n > 1 et p € [0,1]. On dit que X suit une loi binomiale de paramétres n et p
(X ~ Bin(n,p) ou X ~ B(n,p)) si X(Q) = [0,n] et

On a B(1,p) = B(p).
Proposition 3.2.1 Si X3,..., X, sont des v.a. de Bernoulli B(p) indépendantes, alors X; +
<o+ X, ~ B(n,p).

3.2.4 Loi géométrique
Soit p €]0,1]. On dit que X ~ G(p) ou Geom(p) si X () = N* et
P(X=n)=(1-p) " 'p=q¢"'p, ¥n>1

Une variante : Gy(p) ou Geomg(p) si X(2) = N et P(X =n) = ¢"p pour tout n > 0.

Proposition 3.2.2 (Absence de mémoire) Si X ~ G(p), alors Vk,/ € N,on aP (X > k) = ¢~
et P(X >k+0|X >k)=P(X > /). Cette propriété caractérise la loi géométrique.

Démonstration. On a

P(X>k):]P’( |i| {X:n}> = > PX=n)= > ¢ 'p=d"

n=k+1 n>k+1 n>k+1
De plus,
P(X>k+0)
PIX>k+/l|X>k)=——F——>=q =P(X >1).
(X > k40| X > k)= o= =d =B(X>0)

]

Temps d’attente du r-iéme succés, r > 1 On considére une suite infinie d’épreuves de
Bernoulli indépendantes et de méme probabilité de succes p €0, 1[. Soit Y, = « le nombre de
tirages pour obtenir r succés pour la premiére fois ». On pose Y, = 400 si on n’obtient jamais
r suceés. Ainsi, Y, () = N* U {+o00}.

Vérifions d’abord que Y, est bien une v.a.d. Ici Q = {0, 1}, F = 0 ({4, }n>1), ot A, =

« la n-iéme épreuve est un succes ».

— Sik<r {Y,=k}=0€F.
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— Sik>r

v,=k = (ﬂAi)ﬂ (1 A7) | nAx

IC[1,k-1] i€l t€[1,k—1]\I
Card(l)=r—1

Sik:=+oo,{YT:+OO}=(U{erk})ce}".

keN*

Ainsi, Y, est bien une v.a.d. a valeurs dans N* U {+oo}.

On remarque que

{V,=+cc} ¢ [J M AF

NeN* k2N

= « a partir d’un certain rang, toutes les épreuves donnent échecs ».

Sik<r,P(Y,=k)=0.Sik>r,

kE—1
P Y'T = k) = Card(I) ,k—1—Card(I),, _ r kfr.
( )= > poiyq p=(,_,)F
IC[1,k—-1]
Card(l)=r—1
Cette loi s’appelle la loi de Pascal.
On peut montrer que P (Y, = 4+00) = 0 en calculant :
k—1
P(Y,=k)=
PV, =k =) (T 1)19 q~
keN* k>r
_ k—1
- (7“ _ 1 r 1 Z q
k>r
r r—1
= =1 g (; ¢t - r> (ou C, = ;qkl est une constante)

pr arfl 1
(r—=1! 0¢"—'1—gq
p'f’
= =1.
(1—q)

Donc P (Y, =400)=1— > P(Y,=k)=0.
kEN

3.2.5 Loi de Poisson
Définition 3.2.1 Soit A €]0,4o00[. On dit que X ~ P(A) ou Poi(N) si X(2) = N et
k> 0.

Une binomiale avec beaucoup de tentatives mais une probabilité de succés « faible » est ap-

proximativement une loi de Poisson.
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A
Proposition 3.2.3 Soit (p,,),>1 une suite de réels dans |0, 1] telle que p, ~ — quand n — oo,
n

ot A > 0. Soit X,, ~ Bin(n, p,). Alors pour tout £ > 0, on a

k
lim P(X, =k)=¢ - A

n—>00 N
) : . A . )
Démonstration. Cas ou p, = — : Soit k > 0 fixé et n > k.
n

P, =) = () Jok o

n! P . A\ F
_k!(n—k)!'ﬁ'( _E>

k! nk A n
<1 n
n
M
n—oo € . F

3.3 Couple de variables aléatoires discrétes

Définition 3.3.1 (Couple de v.a.d.) Soient X : (2, F) - EetY : (Q,F) — E' deux v.a.d.
L’application

Q= ExFE
w = (X (w), Y (w))

est appelée couple de v.a.d. sur (2, F). On le note (X,Y). Si E = E' = R, (X,Y) est un

couple de v.a.d. réelles.
Proposition 3.3.1
— SiX:(QQF) = EetY :(,F)— E sont deux v.a.d., alors (X,Y) est une v.a.d..

— Si Z:(Q,F) = E x E' est une v.a.d., elle peut s’écrire comme (X,Y), ou X et Y sont

des v.a.d..

Démonstration.

— Ona (X,Y)(Q) C X()xY (), qui est au plus dénombrable. De plus, pour tout (z,y) €
(X, Y)(Q),
(X,Y) () =X (@) NY (y) € F.

— Réciproquement, si Z : Q@ — E x E’ est une v.a.d., on note m : £ X B — FE et
o B x E' — E' les projections canoniques.

Alors Z(2) est au plus dénombrable. On prend X = m0Z,Y =m0Z, donc Z = (X,Y).
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On a X(Q2) =m(Z(Q)), Y(Q) = m(Z(2)) le sont égalment.
Pour tout € £, on a X '(2) = Z7'({z} x E') € F. Idem pour Y.

Remarque Soit (X,Y) : (Q,F) — E x E' un couple de v.a.d..

Alors ({X =2} N{Y = y})(, yyex(@)xv (o) €St un systéme complet d’événement de €.
Proposition 3.3.2 Si X : (,F) - R, Y : (Q,F) — R sont sont deux v.a.d. réelles et
définies sur le méme (2, F,P). Alors XY : Q2 —- R, w +— X(w) - Y (w) l'est égalment.

Démonstration.

(XY)() € U yX(9) est au plus dénombrable, car Y (Q), yX(Q) = {yX(w) : w € Q}
yeY (Q)
sont au plus dénombrables. Pour tout r € R,

*sir=0,(XY)(0)={X =0} U{Y =0} € F,

*sir£0, (XY) ()= U {X:z}ﬂ{Y:y}G}".
yeY (2)\{0} Yy

Donc XY est une v.a.d. réelle. O]
Désormais, (€2, F,P) désigne un espace probabilisé.

Définition 3.3.2 (Loi conjointe) Soient X : (Q,F) = Eet Y : (Q,F) —» E' deux v.a.d.. La
loi conjointe de X et Y est la loi du couple (X,Y). Elle est déterminée par

Poy =P{X =2} n{Y =y}) =P(X =2,V =y), (z,y) € X(Q) xY(Q).

Définition 3.3.3 (Lois marginales) Si (X,Y) est un couple de v.a.d., alors la loi de X est ap-
pelée premiére loi marginale du couple, et la loi de Y est appelée deuxiéme loi marginale

du couple.
Théoréme 3.3.1 Si (X,Y) est un couple de v.a.d.. Alors, pour tout x € X (),
P(X=2)= > PX=aY=y),
yeY (Q)

et pour tout y € Y (Q),

X ()

Démonstration. On a Q@ = |J {Y =y}, et {Y = y},y € Y(Q)) est un systéme complet
yeY (Q)
d’événements sur (2. Donc

{(X=a}= | | {X=2}n{y =y}

yeY (Q)

La formule pour P (X = z) découle de la og-additivité de P. La preuve est similaire pour la

seconde formule. O
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Exercice 3.3.1 On considére une suite d’épreuves de Bernoulli indépendantes de probabilité

de succes p €]0, 1[. On note X = « le rang du 1¢ succés », Y = « le rang du 2° succes ».

1) Déterminer la loi du couple (X,Y).
2) En déduire les lois de X et Y.

Solution.
1) Pour k,m € N* :
— Sik>zm,alors {X =k} N{Y =m} =0 car X <Y.

— Sim =k + 1 avec > 0, alors

P(X=kY=k+l)=01-p) " 'p1-p''p=01-p

)m72 2'

p

P(X=k) =) P(X=kY =k+I)

>1

— (1 . p)k+l72p2
>1
=p(l—-p*', k=1
+00
P(Y=m)=> P(X=FkY =m)

k=1
m—1

= P(X =FkY =m)
k=1
m—1

=> (1—p?p
k=1

]

Définition 3.3.4 (Loi conditionnelle) Soit (X,Y") un couple de v.a.d.. Pour y € Y(Q) tel que
P (Y =y) # 0, laloi conditionnelle de X sachant {Y = y} est laloi de X dans (£, F,Py_,).

Py_y(X =2)=P(X=z|Y =y).

De méme, on définit la loi conditionnelle de Y sachant {X = z}.

Exemple 3.3.1 Reprenons l'exercice précédent.

0
P{Y=j}(X =k)= p2(1 — p)j_2 1

G—1p*(l—py2 j—1

sik >y,

sik <.
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Ainsi, la loi conditionnelle de X sachant {Y = j} est la loi uniforme sur |1, 5 — 1].

p2(1 _ p)k+i72
p(l—p)t

Donc la loi conditionnelle de Y — i sachant {X = i} est la loi Geom(p).

P{X:i}(y —1 = ]{J) = )k_l.

=p(l—p

Plus généralement :
Définition 3.3.5 (n-uplet de v.a. / vecteur aléatoire discret)
Soit n € N*. Si X; : Q — E; (i = 1,...,n) sont des v.a.d. sur I'espace (2, F), alors
I’application
O— FE x---xE,
W= (Xl(w)> s 7Xn(w))

est appelée n-uplet de v.a. sur Q. On le note (Xy,...,X,). Si By = --- = E, = R,
(X1,...,X,) est appelé un vecteur aléatoire discret.

Proposition 3.3.3 Le n-uplet de v.a.d. (X3,...,X,,) est une v.a.d. a valeurs dans E; x - - - X
E,.

Démonstration. (X1,...,X,)() C X7(2) x -+ x X,(Q) est au plus dénombrable. De plus,

(X1, X)) = (21,...,3)} = ﬂ{xi =} € F.

]

Définition 3.3.6 (Loi conjointe, lois marginales) La loi conjointe de X, ..., X, est la loi
du n-uplet (X3,...,X,). Les lois marginales du n-uplet (Xi,...,X,) sont les lois des v.a.d.
Xy X,

P(Xi=z)=>» > PXi=z,...,X,=1,).

i1 2€X5(2)

3.4 Indépendance des variables aléatoires

Définition 3.4.1 Deux v.a.d X et Y définies sur (2, F,P) sont dites indépendantes (noté
X 1Y) si

V(z,y) € X(Q) x Y (), {X ==z}et{Y =y} sont indépendants,
cest-d-dire P(X =2,V =y) =P (X =2)P (Y =y).
Exercice 3.4.1 On suppose que la loi conjointe de (X,Y") s’écrit comme
P(X =2,Y =y) = o()¥(y),

ot : X(2) = Rety:Y () — R. Montrer que X et Y sont indépendantes et qu'il existe des
constantes ¢, ¢ telles que e =1, P(X =) = cp(x) et P(Y =y) = d(y).
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Démonstration. Comme

(@,y) X (Q)xY ()
et 0 < p(z)Y(y) < 1, il existe (xg,y0) € X(Q) x Y () tel que p(xo)w(yo) > 0. Alors pour tout
r e X(Q), p(x)(yy) =P (X =2,Y =1y) = 0 implique que p(z) a le méme signe que (o).
De méme, pour tout y € Y (), ¥(y) a le méme signe que ¥ (yy).
Pour tout x € X (),

yeY (Q) yeY ()

Donc c:= >, ¥(y) < +oo et P(X = z) = cp(z) pour tout z € X().

YeEY (Q)
De méme, ¢ := > ¢(z) < +ooet P(Y =y) = dY(y) pour tout y € Y ().
zeX ()
Finalement,

1= Yo PX =z Y=y =(> v ) ¢)=c

(z,y)EX ()XY () yEY () TeX(Q)

Donc P(X =z,Y =y) =P (X =2)P(Y =y), clest-a-dire X 1L Y. O

Proposition 3.4.1 Si X :Q — FetY :Q — F sont deux v.a.d. indépendantes, alors
P(XeAYeB) =P(XecAPYeB), YVACE BCF.

C’est-a-dire, {X € A} et {Y € B} sont indépendants.

Démonstration.
P(Xe€eAYeB) =P(XeANX(Q),Y e BNY(Q))

2€ANX(Q), yeBNY (Q)

= > P(X =2)P(Y =y)

TEANX(Q), yeBNY(Q)

= > PX=u Y Py =y)

2€ANX (Q) yEBNY ()

=P(Xe€AP(Y €B).

]

Proposition 3.4.2 Soit (X,Y’) un couple de v.a.d.. Alors X Il Y si et seulement si pour
tout y € Y(2) tel que P(Y =y) >0, on a

P{y:y}(X = JJ) = P(X = JJ), Vo € X(Q)
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Démonstration. SiP(Y =y) > 0, alors

Pry—pn(X =2) = =P X=2)eoPX=2Y=y)=PX=2)PY =y).

Théoréme 3.4.1 (Indépendance par transformation) Si X, Y des v.a.d. indépandences sur
(Q,F,P),alors Vf: X(Q) = E, g: X(Q) = F, les v.a.d. f(X) et g(Y) sont indépandentes.

Démonstration. {f(X)=z}={X € f1(x)}, {9(Y) =y} ={Y € g *(y)}. Donc

P(f(X)=2,9(Y)=y)=P(X € f(z),Y € g7 ()
P(Xef'(z)P(Yeg'(y) (carX 1Y)
P

(f(X)=2)P(g(Y)=y).

Plus généralement, soient X; : 8 — E; des v.a.d., pour 1 < j < n.

Définition 3.4.2 (Indépendantes 2 & 2, mutuellement indépendantes)

Les (X;)1<j<n sont indépendantes 2 a 2 si
Vi#£j, XAl X,

Elles sont (mutuellement) indépendantes si

V(1, ... 2n) €EBy X x By, P(Xy =, Xy =2,) = [[P(X; =15).

Proposition 3.4.3 Si (X,)i<;<, sont indépendantes, alors
VA; CE;, P(Xi€A,... X, eA,)=]]P(X; e4)).

j=1

En particulier, (X;)1<j<, sont indépendantes 2 a 2.



3.4. INDEPENDANCE DES VARIABLES ALEATOIRES

Démonstration.
P(X;€A,....X,€A,)= > P(X,=x,..., %X, =)

z;€A;NX;(Q), 1<i<n

= > P(X,=mz)...P(X, =u,)
z;€A;NX;(Q), 1<i<n

=11 Y PX;=a) | =[[P(X;€4)).
Jj=1 {L'jGAjﬂXj(Q) j=1

]P)(Xi:Ii,Xj:Ij): Z ]P)(Xlzl'l,...,Xn:ZEn)

TR €XE(Q), k#i,j

= Y P(Xi=m).. P(X, =)
L €XE(Q), k#i,j

=P(X;=z)P(X; =) [T [ D P(Xi=uap)

ki \ Xk (Q)

=P(X;,=2)P(X; =uz,).

Proposition 3.4.4 Si (X,)i<j<, sont indépendantes.

1) Soient f;: E; — F; des fonctions. Alors (f;(X;))1<j<n sont aussi indépendantes.

47

2) Soient f : By x --- x E, — Hy et g : E,;y X ...E, — Hy deux fonctions. Alors

f(Xl, c. ,Xp) AL g(Xp+1, c ;Xn)

Démonstration.

1)

P(fl(Xl) =Y, 7fn(Xn) = yn)

=P <D{XJ‘ € fj1<yj)}) = HIED (X; € i) = H]P’(fj(Xj) = y;) -

P(f(Xla"'aXp) = hla g(Xp+1>"'7Xn) = h2>

- Z P(X1:$17'--aXn:$n)

(21,sp)EF (1)
(Tpt1,esn)Eg (h2)

= > P(X,=ua,...,X,=1,) > P(Xpi1 = Tpi, -, X

(@1rzp)Ef~L(R1) (Tpt1s-2n) €9 (h)

—P(f(X1. o X)) = W) P(g( X1, X)) = Do)
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Remarque 1l est facile de vérifier que (X1, ..., X,) 1L (Xp41,...,X,). Ensuite, on peut utiliser

indépendance par transformation.

Lemme 3.4.1 Si X et Y sont deux v.a.d. de méme loi, alors pour toute fonction f : £ — F,
f(X) et f(Y) ont la méme loi.

Exercice 3.4.2 Soient X ~ B(n,p), Y ~ B(m,p) avec X 1 Y. Montrer que X +Y ~
B(n+m,p).

Solution 1. Calculer P(X +Y = k). O

Solution 2. Soient (X;)1<i<ni+m des v.a. de loi de Bernoulli B(p) et indépendantes. Posons

n—+m
ZX B(n,p) et Y'= Z X; ~ B(m,p).
=1 i=n-+1

(loz

Alors (X', Y’) a méme loi que (X,Y), donc X' +Y’ = X +Y. Or

n+m

X' +Y' = ZXiNB(n+m,p).

=1

]

Exercice 3.4.3 Soient X, ..., X, des v.a.d. indépendantes avec Xj ~ P()\;) pour tout 1 <
k < mn. Montrer que X, + -+ X, ~ P(A + -+ \p).

Démonstration. Cas n = 2 : Pour tout k € N,

P(X)+ Xy =Fk) = <|_| Xlzj}ﬂ{X2:k_j}>

—Z (X, =j)P(Xy =k —)

)\J‘ a /\g—j
= (k—j)!

()\1+>\2) Z <k) )\])\k*]

e, DN

|
Mw

k!
Par récurrence, on obtient Xy + -+ + X, ~ P(A; + -+ + \,), pour tout n > 2. O
Exercice 3.4.4 Soient Xi,..., X, des v.a. indépendantes de loi géométrique de parameétres

respectifs p1,...,p,.
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1) Montrer que Y = min{Xj, ..., X, } suit une loi géométrique.

2) Déterminer la loi de Z = max{X;,..., X, }.

Démonstration. (Xi,...,X,) est un n-uplet de v.a.d. Y et Z sont des transformations de ce

n-uplet :

Y: Q- N)" =N, we— (Xj(w),..., Xp(w)) = min(X;(w),..., X,(w)),
Z: Q= (N)" >N, we (Xi(w),...,Xn(w)) = max(X;(w), ..., X,(w)).

Donc Y et Z sont également des v.a.d..

1) Pour tout k > 1,

Donc

Clest-a-dire Y ~ G <1 — ﬁ(l —pi)).

2) Pour tout k > 1,

Donc

Théoréme 3.4.2 (Admis) Vn € N, soit P, une probabilité (discréte) sur (E,,P(E,)). 1l
existe un espace de probabilité (2, F,P) et une suite de v.a. (discréte) (X,,)nen indépandentes

sur (2, F,P) telle que pour tout n € N, la loi de X, est P,.

Remarque Une probabilité discréte sur (E,, P(E,)) est une fonction P, : P(E,) — [0,1] qui
vérifie 3 F,, C F, au plus dénombrable t.q. P, (F,) = 1.

Remarque Pour chaque n, on peut construire (E,,P(E,),P,) avec FE, un espace « discret »

(au plus dénombré) et X,, = idg,. Si on prend Q = [] E,, on note m, : @ — E, projection
neN
conorique.
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Comment choisis F'? On peut prendre F' = o ( U ng(P(En))>. (la plus petite tribu
neN
contenant {m,*(P(E,)) : n € N})
Vrac déja est de construire une probabilité P (mesure produit) & partir de {P,, : n € N},
m,oP =1P,.

VACE,, P(r;'(A) =P(E, x - X By 1 x AX Epi1 x...) =P, (A).

Exercice 3.4.5 Soit (X,,),>1 une suite de v.a.d. indépendantes sur (€2, F,P) suivant toutes la
loi de Bernoulli de paramétre p €10,1[. Pour & € N*, on note Y, = «le temps d’attente du
k-iéme 1 ». On pose Z; = Y; et Z, = Yy — Y1 pour k > 2. Montrer que (Z,,),>1 est une suite

de v.a.d. indépendantes de méme loi.

Démonstration. Soient k; € N* pour 1 < j < n. On a

{lekla7Zn:kn}:{§/i:klay2:kl+k277Yn:k1+_I_kn}

= (ﬁ{xli = 1}) N ﬂ {X;=0}]. (L:= Zkr)

JelLinl\{t1, sl } r=1
Alors
]P)(Zl—k’l,. ,Zn:k’n)
= HIP (X, =1) x H P(X; =0) (par indépendance)
i=1 FEMLIIN{ 1 y-onsdn }
=p"(1—p)"
= [[p(1—p)"
i=1
De plus,

=3 (T
= <Hp(1 p)’“”) > p(1—p)h!
=[Ira—py

On peut continuer ainsi pour obtenir la loi de Z; :

Vi € N*, P (Zy=k) =p(l—p)~,
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c’est-a-dire que Z; ~ G(p). Idem pour 2 < i < n.

Donc
P(Zy=ki,....2Z,=k,) =P(Z1=k)...P(Z,=k,) pour tout n.

Par conséquent, (Z,)nen est une suite de v.a.d. indépendantes de méme loi G(p). O

3.5 Espérance, variance, covariance

Soit (€2, F,P) un espace probabilisé.
Définition 3.5.1 (Espérance) Soit X : @ - R, = {z € R : z > 0} une v.a.d. positive.

L’espérance de X est définie par

EX]= >  aP(X=u1)€0,+od).

zeX(Q)CRy

Définition 3.5.2 (Espérance finie) Soit X : Q — R une v.a.d. On dit que X est d’espérance

finie si la famille (zIP (X = )),cx () est sommable. C’est-a-dire,
Yo plP(X=2)= ) [¢|P(X =2) < +o0.
zeX(Q)CR z€X ()

Si c’est le cas, on définit

Notation Pour xz € R, on définit :

— at :=max{xz, 0} : partie positive de z,

— 2~ = max{—=z,0} > 0 : partie négative de z.
Onazt—z- =xzetat +a = |z

Définition 3.5.3 (v.a.d. admettant une espérance) Soit X : Q@ — R une v.a.d. On dit que X

admet une espérance si

Z P (X =x)

zeX(Q)

est bien définie en tant que

Z TP (X =x)— Z T P(X =1),

z€X(Q) z€X(Q)

cest-a-diresi Y, 2TP(X =2)<4ooou Y, 2 P(X =2)<+o0.
z€X(Q) z€X(Q)
Si X admet une espérance, on définit ’espérance de X par

EX)=E[X]= Y 2P(X=2)— > 2 P(X=ux)¢c[-o0,+00].

z€X(Q) z€X(Q)
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Attention! E[X] n’est pas toujours définie & cause du probléme (400, —00). Si X ne prend

qu’un nombre fini de valeurs réelles, alors X admet une espérance finie.

Remarque Pour toute v.a.d. réelle X, on consideére les v.a.d. positives :

Y

X* =max{0,X} >0
} =0,

X~ =max{0,-X
X|=X"T+X".

E[XT], E[X "], E][|X]|] sont toujours bien définies.
On a

E[XT] = ; aP (X =) (:Zﬂ?(ﬁ:@)

zeR

et de méme,

EX )= Y aPX=u).

z€X(Q)
— X admet une espérance < au moins 'une des deux espérances E [X ], E[X ] est finie.

Alors E[X]=E[XT]-E[X].

— X admet une espérance finie

S E[X'] et E[X ] sont finies
SEIX]= Y aB(X|=0)

z€|X|(9)
= Y [P(X =)
zeX(Q)
=) PX=x)+ Y 2 PX=uz
zeX () z€X(Q)

=E[X*]+E[X"] <+o0

& Z 2P (X = z) est absolument convergente,
zeX ()

c-a-d |z| P (X =) < 400.
zeX ()

Proposition 3.5.1 Soit X une v.a.d. admettant une espérance. Alors on a

EX]| <E[X]].
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Démonstration. Si X admet une espérance finie, alors

EX)=| > aP(X =uz)

zeX ()

< 3 BIP(X =x) =E[X]).
zeX ()

Sinon,

EX]) = [EXT]-EXT] < [EXT]]+[E[XT]]=E[XT]+E[X] =E[X].

Exemple 3.5.1

1) X: Q>N P(X=n)=

E[X] =) nP(X =n)=+oc.

n>1

1

pour n # 0. Alors

E(Y] =) |n|P(Y:n):Zn_1i_1 = 4o00.

nez* n>1

3) Si X ~U([1,n)),

1) Si X ~ B(p),

5) Si X ~G(p),
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6) Si X ~ P(N),

Exercice 3.5.1 Si X ~ B(n,p), calculer E [X].

Théoréme 3.5.1 (Formule de transfert) Soit X une v.a.d. sur (Q,F,P) et f: X(Q2) — R.

Alors la v.a.d. f(X) admet une espérance si et seulement si Y. f(z)P(X = x) est bien
zeX(Q)
définie. Dans ce cas, on a

Ef(X)]= Y f@PX=ux).

z€X(Q)

Remarque Cette formule s’applique toujours a f(X)*, f(X)7, |f(X)]. f(X) admet une espé-

rance finie & Y [f(z)|P (X =) < 400, c’est-a-dire que la famille { f(2)P (X = z)}.ex(q)
X (Q)
est sommable.

Démonstration. On note Y = f(X) : Q — f(X(Q)).
Supposons d’abord que f est a valeurs dans R, . Dans ce cas, Y admet une espérance car

elle est positive. Pour tout y € Y (),
P(Y=y)=PXef'y)= >  PX=u).
zeX(Q),f(z)=y

Par définition,

En remarquant que

X(@)= || {zeX(@): fle) =y},

yeY (Q)

on applique la sommation par paquets et on obtient donc

EY]= ) f@PX=x)).

zeX(Q)



3.5. ESPERANCE, VARIANCE, COVARIANCE 55

Enlevons maintenant I’hypothése que f est positive. On applique le résultat qu’on vient

de démontrer aux fonctions positives f* et f~ :

E[f(X)"] = = > = = 1),

z€X(Q)

E[f(X)] = Z £ =1).

zeX(Q

La famille de réels {f(z)P (X = z)},ex() admet une somme si et seulement si une des deux
sommes Y fT(x)P(X =z) et Y f~ ()P (X = z) est finie, auquel cas

S I@B(X =)= fr@P(X=2)- Y [ @P(X =a).

Donc > f(x)P(X = x) est bien définie < au moins une des deux espérances E [f(X)"] et
z€X(Q)
E[f(X)~] est finie, auquel cas

Y f@P(X =x)=E[f(X)"] —E[f(X)] =E[f(X)].
z€X(Q)

]

Proposition 3.5.2 Soit X : (2, F,P) — R une v.a.d. avec 2 au plus dénombrable. Alors X

admet une espérance si et seulement si la somme
> X(@)P({w})
we

est définie. Si c’est le cas,

ZX P({w}).

we
Démonstration. Considérons la v.a.d. Y : Q@ — Q w — w identité, et X : Q@ - Rw — X(w)
vue comme une fonction. On a X (V) (w) = X(Y(w)) = X(w) pour tout w € Q, donc E [X (V)] =
E [X]. Or,
EX(Y)= ) X@PY=y= ) XyP{y).

yey () yeY ()
Donc,
EX]= > X@P{y}) =) XwP{w}).
yeY (Q) we

]

Théoréme 3.5.2 (Linéarité de l'espérance) Si X, Y sont des v.a.d. réelles d’espérance finie
sur (2, F,P) et A € R, alors AX + Y est d’espérance finie et

EMX +Y] = AE[X] +E[Y].

C’est-a-dire, ’ensemble des v.a.d. réelles sur (€2, F,P) d’espérance finie est un R-espace vecto-

riel, noté¢ L'(Q, F,P), et 'espérance est une forme linéaire sur L'(Q, F,P).
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Démonstration. AX +Y est d’espérance finie si et seulement si E [[AX + Y]] < 4o0.

E[DX+Y]= ) Z X=zY =y)

2EAXH+Y(Q)  zeX(Q
yEY(Q)
[Az+y|==

= ) atyP(X=xY =y)

2€X(Q),yeY (Q)

< D (Mal+P(X =Y =y)

z€X(Q),yeY (Q)

= > NlIP(X=2)+ Y WPY

zeX(Q) yeyY (Q)
= NE[|X||+E[|Y]] < +oc.

par hypothese.

De méme maniére, on obtient

EDNX+Y]= >  (a+yP(X=zY=y)

z€X(Q),yeY (Q)

—)\ZxP ZQP(Y:?J)

zeX (0 yeyY (Q)

:)\IE[X]JrIE[Y].

Remarque Si X,Y > 0et a,be R", alors aX + bY admet une espérance et
ElaX +bY] =dE [X]|+DE[Y].

Exemple 3.5.2
1) X ~ Bin(n,p). On peut écrire X = X; 4+ --- + X,, ou X; ~ Bern(p) pour 1 < i < n sont

indépendantes. Alors
EX|=E[Xi]+ - +E[X,] =np.

2) Soient Aqp,..., A, des événements (pas nécessairement indépendants). Soit X = 14, +

-+ 14, = nombre de A; vérifiés. La loi de X peut étre trés compliquée, mais
EX]=E[la]+ - +E[l4]=P(A)+-- +FP(4).

Proposition 3.5.3 (Monotonie de 'espérance) Soient X, Y € L'(Q, F,P) deux v.a.d. réelles.
SiVw € Q, X(w) < Y(w), alors
EX]<E[Y].

Démonstration. Y — X > 0 est une v.a. positive. Par linéarité,
EY -X|+E[X]=E[Y].

Comme E[Y — X]>0,onaE[X] <E[Y]. O
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Exemple 3.5.3 Si X est bornée, c’est-a-dire il existe M < 400 tel que | X (w)| < M pour tout
w € €, alors

EX]] <E[X]] <M,
En particulier, X admet une espérance finie.

On définit une relation d’équivalence sur L'(Q, F,P) par X ~ Y si X —Y = 0 presque

stirement.

Théoréme 3.5.3 Sur L'(Q, F,P)/ ~, E[| - |] est une norme.

Démonstration.
— Séparation :
E[X||=0& > [21|P(X=2)=0&siz£0aosP(X=12)=0s X =0ps.
zeX(Q)
— Homogénéité : V) € R,
E[AX]] = [AE[X]].
— Inégalité triangulaire :

(X +Y|<|[X[+[Y]=E[X+Y[<E[X|]+E[Y]].

De plus, si X ~ Y, alors P(X = 2) =P (Y = z) pour tout z € X(Q)UY(2), donc E [ X] = E[Y]
et E[|X|] = E[|Y]]. Ainsi, E[| - |] est bien définie sur L'(Q, F,P)/ ~ et c’est une norme. O

Remarque On a vu que si X : Q — R est une v.a. positive, alors

E[X] =0 = X est presque strement égale a 0.

Théoréme 3.5.4 Si X,Y : Q — R sont des v.a.d. indépendantes et X,Y € L'(Q, F,P),
alors XY € LY(Q, F,P) et
E[XY]=E[X]|E[Y].

Démonstration.

E(XY]= ) |wlP(X=zY=y)
2€X(Q)yeY ()

= > pP(X=2)-yPY =y

2EX(Q) yEY (9)
= > RIPX=2) || D WPY =y
2EX(Q) yeY (Q)
=E[|X||E[|Y]] < +o0.
Donc XY € LY(Q, F,P).

On utilise le méme argument (sans valeur absolue) pour avoir

E[XY]=E[X]E[Y].
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Remarque Si X,Y > 0 et indépendantes, alors E [XY] = E[X]E[Y] méme sans I’hypothése
que E [X] et E[Y] soient finies.

Conventions : 0 x (+00) = 0, (+00) X (+00) = +00.
Définition 3.5.4 (v.a.d. centrée) Toute v.a.d. réelle d’espérance nulle est dite centrée.

Proposition 3.5.4 Si X est une v.a.d. réelle d’espérance finie, alors X — E [X] est centrée.

Démonstration.

]

Exercice 3.5.2 Soit n € N*| (Xj)ken+ une suite de v.a. indépendantes sur (€2, F,P), toutes
de loi uniforme sur [1,n]. On cherche a calculer le nombre moyen de tirages nécessaires pour

obtenir tous les numéros de 1 & n.

1) Pour 1 < k < n, on note Ty = « le nombre de tirages nécessaires pour obtenir k numéros
distincts » et 21 =11 = 1, Z;, = T, — Tp_1 pour 2 < k < n. Montrer que Z; pour

2 < k < n suivent toutes une loi géométrique.

2) Calculer E [T,,] et trouver un équivalent de E [T,] lorsque n — oc.

Solution.

1) Soit k € [1,n]. Si P(Tx_1 =) > 0, alors

. . o , E—1\’" E—1
]P(Zk—j|Tk_1—Z)—]P)(Tk—Z+]’Tk_l—’b)—( ) X(l— )

n

Donc

P(Zy=34)=> P(Zx=7j|Tucr =i)P(Thoy =)

=1

() ()

1=

(7 )
( V(-5

—k
C’est-a-dire, 7, ~ G <n + ) pour tout 2 < k < n.

—

?T‘
3
\_/
/—\
—_
|
o
S
—

=Y E[Z] = nzl
k=1 j=1 J

Donc E [T},] ~ nlogn quand n — oo.
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[]

Définition 3.5.5 (Moment d’ordre r) Soit X une v.a.d. réelle et r € Z. Si X" est d’espérance
finie (c’est-a-dire E [|X"|] < +00), on dit que X admet un moment d’ordre r et le moment
d’ordre r est le réel E [X7].

Proposition 3.5.5 Si X est une v.a.d. admettant un moment d’ordre r > 2, alors elle admet

un moment d’ordre k pour tout 0 < k < r. En particulier, X est d’espérance finie.

Démonstration. On a
lz|" <|z|"4+1, VzeR, 0<k<r

Donc | X|* < |X|" + 1. On en déduit que
E [\Xﬂ <E[X[]+1 < +oo.
[

Proposition 3.5.6 Les v.a.d. réelles sur (2, F,P) admettant un moment d’ordre 2 forment

un R-espace vectoriel, noté L?(Q, F, P).

Démonstration. Si X,Y admettent un moment d’ordre 2, c’est-a-dire E UX]Q] < +ooetE UYﬂ <

400, alors pour tout A € R, on a
E[AX + Y] <2A\PE[|X|*] +2E [[Y]’] < +oo0,
cest-a-dire AX +Y € L*(Q, F,P). O

Théoréme 3.5.5 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Si XY € L*(Q, F,P), alors XY € L'Y(Q, F,P)
et
EXY]?<E[X?|E[V?.

Remarque On a aussi

N|=

E[XY[] <E[X?]*E[v?)*.
Lorsque E [Y?] > 0 (c’est-a-dire Y n’est pas p.s. égale a 0),

1

E[Y?]? ©3XeR, X =Y ps.

[N

[E[XY]| =E [X?]

(\X|2 + \Y\z), donc

DN —

Démonstration. On a | XY| <

1
E[XY] < zE[|X]*] + SE [1Y]?] < +oo,

DO | —

c’est-a-dire XY € L'(Q, F,P).
Pour tout A € R,

0<SE[AX+Y)’] = NE[X?] +2XE[XY] +E [V?].
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Ce polynome en A de degré 2 est toujours positif, donc son discriminant est négatif :
EXY]"-E[X?|E[V? <O0.

Si E[XY]* = E[X?E[Y?], alors soit E[Y?] = 0 (auquel cas Y2 = 0 p.s. et donc Y = 0

E[XY
p.s.), soit E[Y?] # 0. Dans ce dernier cas, on prend \g = — E[[Y2]] et on observe que
E[(AoX +Y)?] =0,
donc \gX +Y =0 p.s., c’est-a-dire Y = =g X p.s.. n

Pour X,Y € L?(Q, F,P), on définit une relation d’équivalence X ~Y < X =Y p.s. On
définit également
1
X1, = (B [x?])*.

Théoréme 3.5.6 (L*(Q,F,P)/ ~,||-|,) est un espace vectoriel norme.

Démonstration. Si X ~Y, alors P(X = z) =P (Y = z) pour tout x € X () UY(Q), donc

EX]= ) 2 PX=2= Y PY=2)=E[]Y].

2EX(QUY(Q) 2EX(QUY(Q)
Ainsi, |||, est bien définie sur L*(Q, F,P)/ ~.

— Séparation :
|X[l,=02E[X} =0& X>=0ps. < X =0ps.
— Homogénéité : Pour tout \ € R,
IAX, = (E[AX)])F = (E [X2])% = |\ X,
— Inégalité triangulaire : Soit Z = X + Y. Alors
121, < X0, ], & B[22 < (B[x]F +E[y?)}) = E[X4E [y 42 EXTTEN7]
Mais par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
E[XY] < VEXIE VT,
donc
E[7] = E [X*] +E[Y?] + 2E[XY] < E[X*] + E [v*] + 2/E[CTE ™)

Ainsi, |||, est une norme.
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Remarque Si X € L*(Q,F,P), alors X € L'(Q, F,P), donc E[X] est bien définie dans R.
En tant que constante, E [X] € L*(Q, F,P). Comme L*($), F,P) est un espace vectoriel, on a
X —E[X] € L*(Q, F,P).

Définition 3.5.6 (Variance, écart-type) Si X € L?(Q, F,P), on appelle la variance de X
V(X) = Var(X) =E [(X - E[X])*],
et Pécart-type de X
o(X) =+vV(X).
Ceci mesure la distance de X a E[X] dans (L*(Q2, F,P), ||-||,)-
Théoréme 3.5.7 (Formule de Keenig-Huygens) Si X € L*(Q, F,P), on a
V(X)=E[X?] -E[X]*.

Démonstration.
E [(X —E[X]) ]

E[X? - 2E[X] X +E[X]’]
E [XQ} —2E[X]* +E[X]’
E

Exemple 3.5.4
1) Si X ~U([1,n]),

2) Si X ~ B(p),

3) St X ~G(p),

p
V(X)=E[X)] -E[X]* = 1p_2p.
) Si X ~P(N)
E[X]= A,
o0 k [ee]
E[Xﬂ:ZkQ%eA:Zk( —1—e”\+2k =X+,
k=0 k=0
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Proposition 3.5.7 Si X € L*(Q, F,P), alors pour tout a,b € R, on a

V (aX +b) = a®V (X).

Démonstration.
V(aX +b) =E [(aX +b—E[aX +b])*]
=E [(aX +b—aE [X] — b)*]
— E [e*(X — E[X])?
=a*V (X).

Proposition 3.5.8 Si X € L*(Q, F,P) et V(X) # 0, alors

X —E[X]

=

est une v.a.d. réelle centrée réduite (de variance 1) appelée la v.a.d. centrée réduite associée
ax.

Démonstration. . X —E[X]
E [X*] :E{ =59 ] =0

Définition 3.5.7 (Covariance) Pour X, Y € L*(Q, F, IP) la covariance de X et Y (ou du
couple (X,Y)) est définie par

Cov(X,)Y)=E[(X —E[X])(Y —E[Y])] € R.
Si Cov (X,Y) =0, on dit que X et Y sont non-corrélées.

Proposition 3.5.9 Cov (X,Y) = E[XY]-E [X]E [Y]. En particulier,si X =Y, Cov (X,Y) =
V(X)=>0.

Démonstration.

Cov (X,Y) =

O

Corollaire Si X, Y € L*(, F,P) indépendantes, alors Cov (X,Y) = 0. C'est-a-dire, X 1L
Y = Cov(X,Y)=0.
Remarque Cov (X,Y) =0 X 1LY : voir I'exemple suivant.
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Exemple 3.5.5 Soit X ~U({—1,0,1}), Y = Lix—_g.

— X, Y ne sont pas indépendantes :

1
— X, Y sont non-corrélées car XY = 0 par définition. E[XY] =0. Or E [X] = 5(—1 +0+
1) =0, donc Cov (X,Y) = 0.

Proposition 3.5.10 La covariance Cov (-,-) est une forme symétrique et bilinéaire non-
négative sur L2(Q, F,P)/ ~. Vv.a. X,Y,Z € L*(Q, F,P), a,b € R, on a
Cov (X,Y) = Cov (Y, X),

Cov (X, X) >0,
Cov (aX +bY,Z) =a Cov (X,Z)+b Cov (Y, Z).
De plus, si X ou Y est presque stirement constante, on a Cov (X,Y) = 0.

Démonstration.
— Symétrie : par définition.
— Non-négativité : Cov (X, X) =V (X) > 0.
— Bilinéarité :
Cov (aX +bY,Z) =E[(aX +bY)Z] — («E[X] + bE [Y])E [ Z]
= aE[XZ] +bE[Y Z] — aE[X]|E[Z] — bE [Y]E[Z]
=a Cov (X,Z)+bCov(Y,Z).
— Si X est ps. égale & ¢ € R, alors E[X] = ¢ et X — E[X] est p.s. égale a 0, donc
(X=E[X)(Y-=E[Y])estp.s.égala0,donE[(X —E[X])(Y —E[Y])] = Cov (X,Y)=0.
O]

Proposition 3.5.11 Si Xi,..., X, € L?(Q, F,P), alors

V(ix) :iV(Xi)—ir > Cov(Xi,Xj):iV(Xi)+2 > Cov(X:,X;).

1<i,5<n 1<i<ji<n

i

=1 i=1 1=1

= ZZCOV (Xi, X;)

i=1 j=1

=1 1<i,g<n

i#]

Démonstration.
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Corollaire Si Xi,...,X, € L*(Q, F,P) deux a deux indépendantes, alors

v (ZX) _SVX,

car Cov (X;, X;) = 0 pour i # j.
Exemple 3.5.6 Si X = ) X; avec X; indépendantes, X; ~ B(p), alors
i=1

X ~ Bin(n, p), E[X]ZZE[XJZHP, V(X)ZZV(Xi)an(l—p)-

Exercice 3.5.3 Soient X1, ..., X, v.a.d. € L*(Q, F,P). La matrice M = (Cov (X;, X;))1<ij<n €

M, (R) est appelée la matrice de covariance.

1) Montrer que M est diagonalisable (R %J fA4LIF)) et qu'elle a des valeurs propres (RF{E{H)

positives ou nulles.

2) Si E[X;] =0 pour tout 1 < i < n, a quelle condition 0 est-il une valeur propre de M ?

Solution.

1) Comme Cov (X;, X;) = Cov (X, X;), M est une matrice réelle symétrique, donc M est

diagonalisable.
aq
I az
Soit @ =] | € R", alors
a"l

=1

0 < \Y% (Z CLZX1> == Z Cov (CLZ‘XZ', CLij) = JTMa

ij=1
Donc M est une matrice semi-définie positive. On en déduit que ses valeurs propres sont

non-négatives.
Si A est une valeur propre et @ un vecteur propre associé¢ (Md = A\@), alors 0 < \d@’a.
2) 0 est une valeur propre de M < Ja € R" a # 0, tel que Ma = 0.

\% (Z aiXZ) = a’'Ma = 0 implique Y a;X; =0 pss.. (car E[X;] =0, 1<i<n)
i=1 =1

7

n
Réciproquement, si > a;X; = 0 p.s. avec @ = (ay, ..., a,)! # 0, alors
=1

Cov (Xl, lzz:l Clle) ay

: =M1 :]=0,
Cov (Xn, Z (IZX,) n

=1
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donc 0 est une valeur propre de M et @ est un vecteur propre associé.

Conclusion : 0 est une valeur propre de M avec @ = (ay,...,a,) # 0 un vecteur propre

n
associé si et seulement si > a;X; =0 p.s..
i=1

Exercice 3.5.4 Soit (X,,),>1 une suite de variables de Bernoulli indépendantes de paramétre
p €]0,1[. On pose ¢ = 1 — p. On dit que la premiére série est de longueur n si les premiéres
n épreuves ont donné le méme résultat et la (n + 1)-iéme épreuve donne un résultat différent.
De méme, la deuxiéme série commence & I'épreuve qui suit la derniére épreuve de la premiére

série et s’arréte avant le changement suivant. On note L; et Ly respectivement la longueur de

)2
la premiére et de la seconde série. Montrer que Cov (Ly, Ly) = —u < 0.
pq
Solution. Soient m,n € N*.
]P)(Ll :m,L2 :n) :]P)(Xl = - :Xm = 17Xm+1 == m-+n :O,XernJrl = 1)
+]P)(X1:"':Xm:07Xm+1:"': m+n:]-7Xm+n+1:0)

— pm+1qn + qm—i-lpn'

Alors
o0
P(Ly=n)=» P(L =m,Ly=n)
m=1
2 2
o P w4
=q" 7 +P 4
— p2qn—1 + qun—l7
et

> P(Li=m)=) P(Ly=n)=1

m=1

Donc P(L; = o0) =P (Ly = 00) = 0. Ly et Ly sont des v.a. a valeurs dans N*.

E[Ll]ZZ'rn(pqurqmp):pq(( t 1 ):§+%.

—~ 1-p)? (1-9¢)p?

2 2

BIL) = Y + 0 = e e =2

n=1
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E([LiL] = Y  mnP(L =m,Ly=n)

m,neN*
= > mn("q" ")
m,neEN*
= (Z mpm—l-l) <Z nqn> + (qum—H) (Z npn>
I N ¢ p
(1-p? (1-¢? (1-q? (1—p)?
1.1
q p
1 1 Y
Cov (L1, Ly) = E[L1Ly] — E[L;] E[Lo] = (_ n _) _ (13+ g) o _PZ9"
q P q p Pq
On observe que E [LyLy] < E[L]E[Ly). B

Exemple 3.5.7 Soit (X,,),en une suite de v.a. indépendantes suivant toutes la loi B(p), p €
10,1]. Vk € N*| Y}, := «le temps d’attente du k-iéme 1 ». On pose 71 = Y1, Zr, = Vi — Vi1

pour k£ > 2. On a vu que (Z,)nen est une suite de v.a. indépendantes, suivant toutes la loi G(p).

Donc . L—p
E[Zn]:;?a V(Zn): 2
E[V,] =E ZZ —ZE[ZZ-]—S
V(Yk):ZV(Zi):¥-

On peut généraliser la définition de I'espérance a une v.a.d. X : (Q, F,P) — R = RU{%o0}.

EX]= Y o P(X=2z)- Y 2PX=z), X(QCR

2EX(Q) 2€X(Q)

Conventions :

400 sip>0, —o0 sip>0,
+00 X p= —00 Xp=
0 sip=0, 0 sip=0.

(+00)" =400, (+00)” =0, (—o00)" =0, (—00)” =+o00.

Si X :Q — Ry, E[X] est toujours bien définie dans R,.

3.6 Inégalités probabilistes

Théoréme 3.6.1 (Inégalité de Markov) Soit X : (Q,F,P) — R, une v.a.d. positive. Alors
pour tout € > 0,
P(X >¢) <
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Application : Si E [X] < +o0, alors pour tout ¢ > 0,

P(X > E[X]) <

ol

Démonstration. On a

Xlixzay 2 elyxzey,

car sur {X > ¢}, X(w) > ¢e. De plus,
XTix<ey = Xljocx<ey = 0.
Comme 1 = T{x>. + I{x<c}, On a
X = X1 xoey + Xlxcey > el x4+ 0.

En prenant I'espérance,

E[X] 2 E [elixse] =P (X >¢).
D’ou
E[X]

P(X >¢) < .

Remarque Si X est une v.a. positive, alors pour tout £ > 0,

E|X
P(X >¢) < [ ]
€
Théoréme 3.6.2 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev) Soit X : (Q, F,P) — R une v.a. ad-

mettant un moment d’ordre 2. Alors pour tout ¢ > 0,

V(X
P(X ~E[X]|>c) < 0.
Application : Pour tout ¢ > 0,
V(X 1
P(X —E[X]] > c-a(X) < ook = L

S 20?(X)

Typiquement, X s’écarte de son espérance E [X] d’au plus une constante fois o (X).
Démonstration. On a
{(IX —E[X]| >} = {(X —E[X])* > £*}.

Donc
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Meéthode des moments

Exemple 3.6.1 Considérons une suite d’urnes numérotées de 1 a n. Dans I'urne 4, il y a 1 boule
noire et ¢ boules blanches. On tire successivement et indépendamment une boule uniformément
au hasard de chaque urne.

Soit X,, = « nombre de boules noires tirées lors des n premiers tours ». Quelle est la vitesse

de croissance de X, 7

Solution. On écrit X,, = 1,4,, ot Ay = «on tire la boule noire de la k-iéme urne ». Par
k=1
linéarité de l'espérance,
n n n 1
E[X,] = ;E L4,] = ;]P’ (Ag) = 2 il logn. (lorsque n — +00)

Les A; (k > 1) sont indépendantes, ainsi que les 14, (k> 1).

V&) =2 Va) =2 g\ mp5y) S g ~ B s 1).
(Xn) ; (Lay) ;k+1( k+1> £ E+1 (X,] < log(n+1)

=1

Par l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

V(X,) 1
]P’(XH—EXH > 104/1 1><—<—‘
| X | 8"+ 1)) < T001ogm + 1) S 100

Pour tout n fixé, il y a au moins 99% de chance que

X, € [E X,.] — 10y/Tog(n + 1), E[X,] + 10v/log(n + 1)} .
Pour n grand, E [X,,] ~ logn. O

Remarque On peut raffiner I'estimation de X,, en utilisant la méthode des moments d’ordre
E[(X - E[X])

et '
Remarque Si X admet un moment exponentiel fini, c’est-a-dire si E [eX} < 400, on peut

supérieur. Par exemple, on peut utiliser I'inégalité P (| X —E[X]| > ¢) <

utiliser 'inégalité suivante :

3.7 Fonctions génératrices

Définition 3.7.1 (Fonction génératrice) Soit X : (Q,F,P) — N une v.a.. La fonction

génératrice de (la loi de) X est

et Gx(t) est définie si et seulement si ) ¢"P (X = n) converge absolument.
n=0

Convention : 0° = 1, donc Gx(0) = P (X =0).
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Théoréme 3.7.1 Deux v.a. a valeurs dans N ayant la méme fonction génératrice ont la méme

loi.

Démonstration. Les probabilités P (X = n) pour n > 0 sont les coefficients du développement
de Taylor de Gx en 0. La loi de X est déterminée par Gx grace a I'unicité de la décomposition

en série entiére. O

Proposition 3.7.1 Soit X : 2 — N une v.a. Le rayon de convergence R de la série entiére
o0

> P (X =n)t" est supérieur ou égal & 1. La fonction Gx est (au moins) définie et continue

sur [—1, 1] et pour tout k € N,
P(X =k) =k GP(0),
ol Gg];) est la k-iéme dérivée de Gx.

Démonstration. Pour tout ¢t € C avec |t| <1
Y P(X=n)t"| <) P(X=n)=1< +o0.
n=0 n=0

o
Donc le rayon de convergence R > 1 et Y P (X = n)t" converge normalement sur [—1, 1]. Par
les propriétés des séries entieres, la fonction Gy est définie et continue sur [—1,1]. Le théoréme
de dérivation des séries entiéres implique que Gx est C* sur | — R, R[.

Pour tout k > 0et —1 <t <1,

+o0 oo
Ggﬁ)(t) = Zn(n —1)...(n—k+Dt"*P(X Z t” "P(X =n).
n=~k n:k:

En prenant ¢ = 0,
GP0)=kP(X =k).

]

Lemme 3.7.1 Soit (a,)nen une suite a termes positifs (c’est-a-dire a,, > 0) telle que > a,

converge. On note f(t) = > a,t™. Alors f est dérivable a gauche en 1 si et seulement si > na,
neN

converge. On a alors f'(1—) = Y na,.
n=>1

Démonstration. On note R le rayon de convergence de la série ) a,t". Comme > a, < +00 et
> 0, on sait que R > 1. La fonction f est C* sur | — R, R[ et

= Znant"ﬂ, Vte] - R, R].

— Si R > 1, alors f est dérivable en 1 et f'(1) = > na, qui converge.
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— Si R =1, pour tout t € [0, 1],

f( f . —1 - n— 1
t—l a/n :Zant +t+1)
n=1 n=1
f() = f@)
t—1
Si f est dérivable & gauche en 1, alors

La fonction ¢t — est donc croissante sur [0, 1].

ft) - )

t<1, VN e N* AT 1) <
VO<t<l, VNEN, > aut""+--+1) 1

< f(1-).

En prenant ¢ T 1, on a

et donc Y na, < f'(1-) < +o0.

n=1

oo
Si > na, < +oo, alors

n=1

M est croissante et majorée, donc la limite lim w —
N t—1— —

f'(1—) existe dans R et f'(1—) < > nay,.

Lorsque t 1 1,

o0
Donc f'(1—) existe si et seulement si ) na, < +oo. Dans ce cas, f'(1—) = > na,.
n=1

Théoréme 3.7.2 Soit X : 2 — N une v.a..
1) E[X] < 400 si et seulement si G x est dérivable a gauche en 1. On a alors E [ X] = G5 (1-).
2) X € L*(Q, F,P) si et seulement si Gx est deux fois dérivable a gauche en 1. On a alors

EX(X -1)] =G%(1-).

Démonstration. On pose 0 < p, =P (X =n) < 1. Alors

n=0 n=0

1) Le résultat découle directement du lemme ci-dessus.

2) Si X € L*(Q,F,P), alors X € L'(Q, F,P). Par 1), Gx est dérivable a gauche en 1 et

Gy ( annt” ' pourt € [0,1], G%( ann < +o00.

n>1 n=1
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En appliquant le lemme ci-dessus a G'y, on voit que G’y est dérivable a gauche en 1 si et

seulement si

nn—1)p, < +o0 & n?p, < +oo.
> nn=1) >

n>2 n>2
En particulier, X € L*(Q, F,P) implique que Gx est deux fois dérivable a gauche en 1.
Si G%(1—) existe, alors Y n?p, < 400, on en déduit que X € L*(Q, F,P).
Donc G%(1-) existe & X € L*(Q, F,P).
Dans ce cas,

Ge(1-) = 3 n(n — 1)p, = E[X(X — 1))

Exemple 3.7.1
1) X ~B(p) :
Gx(t) =1—p+pt, rayon de convergence R = +00.
E[X]=Gy(1) =p, E[X?] = Gh()+Gx(1) =p, V(X)=E[XY-E[X]* = p(1-p)
2) X ~ G(p) avec p €10,1] : Soit ¢ =1 — p,

Ztnpq _p g _ pt
q 1—qt 1—gqt’

1
avec rayon de convergence R = — > 1.
q

/ p ’ 2pq
t) = ——3 D=a_"up
GX() (1—qt)2’ X() (1—qt)3
/ 1 " ! 1+q .
E[X]=Cx(1) =2, E[X7]=Cx)+Cx()=—5, V(X)=E[X’]-E[X] = ~.
3) X ~P(A) avec A >0 :
Gx(t) =3 1'% = e R = foo.
n!
n=0

Gl (t) = Ne MM Gl (t) = N2e ML
EX]=Gx(1) =)\ E[X?=X+) V(X)=E[X)-E[X]’=A\

Plus généralement, pour tout ¢t €| — R, R[ avec R > 1
=> nn—1)...(n—k+ " *"P(X =n),
n=0

et
EX(X-1)...(X=k+1)]=> nn-1)...(n—k+1P(X =n).
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Proposition 3.7.2 Soit X : (Q, F,P) — N une v.a..
— Pour tout &k > 1

lim GP () =E[X(X —1)...(X — k+1)] € [0, +od).

t—1—
— X admet un moment d’ordre k si et seulement si Gy est k fois dérivable a gauche en 1,
c-a-d
AP 1-) = 1im P (1) < +oo.

t—1—
Proposition 3.7.3 Si XY sont des v.a. indépendantes a valeurs dans N, alors pour tout

t € R tel que Gx(t) et Gy (t) sont définies, Gx 1y (t) I'est aussi et

Gxyv(t) = Gx(t)Gy(t).

Plus généralement, soient X;,..., X, : & — N des v.a. indépendantes, alors pour tout ¢t € R

tel que G, (t) pour 1 <14 < n sont définies, Gy x, (t) est aussi définie et

Démonstration. Supposons que Gx(t) et Gy(t) sont définies, c’est-a-dire t¥ et t¥ ont une
espérance finie. X 1L Y = tX 1l #¥. Donc tX - t¥ = tX*Y € LY(Q, F,P) et

Gxpy(t) =E[t*] =E [t*]E [t"] = Gx(1)Gy (¢).
On peut démontrer le résultat général par récurrence. O

Exemple 3.7.2
1) Si X =) X, avec X; ~ B(p) indépendantes, alors X ~ B(n,p), donc

=1

HGX =(1—p+pt)

k
2) Si X; ~ B(n;j,p) pour 1 < j < k sont indépendantes et X = > X, alors
j=1

k
an

k
HGX Hl—p+pt”ﬂ—(1—p+pt) ,
7=1

donchB(i >

k
3) Si X; ~P()\;) pour 1 < j < k sont indépendantes et X = > X, alors
j=1

ZA(t 1)

k
t):HGXj He’\(tl = ei=! :
j=1

donc X ~ P (i ]>.

Jj=1



Chapitre 4

Loi des grands nombres

4.1 Loi des grands nombres

Théoréme 4.1.1 (Loi faible des grands nombres) Soit X,, :  — R,n > 1 une suite de
v.a.d. réelles 2 a 2 indépendantes et de méme loi. On suppose que X,, € L*(Q, F,P). On pose

n

m=E[X;]eRet S, = > X;,n>1 Alors
k=1

n—oo n

Ve > 0, limP(

&—m >5>:0.

Démonstration. On a

Comme X, € L?(Q, F,P) et sont 2 & 2 indépendantes, on a

S, 1 1 — o? .9

n n?

Donc pour tout € > 0, par 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a

S,
OoL<P &—m >c| =P &—E& > e <—nza_
n n n g2 e’n
En prenant n — oo, on a
limP(—n—m >z—:):0.
n—o00 n

]

Théoréme 4.1.2 (Loi forte des grands nombres) Avec les mémes hypothéses, il existe un

événement négligeable A (c’est-a-dire P (A) = 0) tel que

Vwe A, Tim 29— CEx).

n—o0 n

S
Autrement dit, — — m p.s..
n n—oo

Démonstration. Fixons € > 0. Pour n > 1, on pose

(W)

—m
n2

A, = {wEQ:EIpE [n? (n+1)* — 1], t.q.

>€}€]—".
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Siw e A,, alors
Spz(w)

n2

S, — Sp2
B

>

DO ™

soit m| > g, soit Ip € [n* +1,(n+1)* = 1] t.q.

Par l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,
il
et pour p € [n* +1,(n+1)* —1],

"

car p — n? < 2n.
. 2\m| e

Shp2

n2

y (So= 5
S, —Sp2 (p— n2)m’ 5) n2 16(p —n?)o? _ 3202
— > < — <
<£>2 niec2 n3e2’

n? n?

Si — < 7 alors
2
— 2
vp c [[nQ + 1’n2 +2n]]’ (p n2)‘m| < |m| < §7
n n 4
et donc
. Sp — Sn2 € ) Sp — Snz (p — n2)m €

On obtient donc

Snz g 2 2 Sp — Snz 19
P(An) <P< 2 -m >§) —i—P(ElpG [n®+1,n° + 2n], s > 3
S e n?4+2n S S -
n2 p — On2
ce((-r-5) B (5529
p=n<+1
4o? 3207 _ 680 . 2m| ¢
X n- = , S1 —.
n2e? n3e?  n2e? n 4
Si on choisit € = n*i, il existe N € N tel que
2 1
Vn > N, |_m| _ = £
n dns 4

Par le premier lemme de Borel-Cantelli,

n=1j>n

c’est-a-dire p.s. seul un nombre fini de A,, est réalisé.

Si on pose

S
%-m|<
n

S |~
—

B:{WGQ:HnU>O, Vn}no, VPE[[n2,(n+1)2_1]]a
n
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alors P (B) =1 car

B= <ﬁgAj>C.

En particulier,

. Sp(w) .
N (N

(Lvp)?

> 1.
p-)OO
Par conséquent,

Mais

Ywe B, lim M =m
p—0o0 p

D’autres versions de la loi des grands nombres a voir en TD :
n

Soient X,, € L'(Q, F,P), n > 1 indépendantes et de méme loi. S, = > X, n > 1,
k=1

m=E[X;] € R.

— Lot forte : P ({ lim & = m}> =1.
n—,oo M

— Loi faible : Ve > 0, lim P ( "

>€):O.

——-m
n—oo n
Remarque Si X, > 0, n > 1 sont indépendantes, de méme loi, mais E [X;] = +00. On pose
Sp =Y. Xj. Alors
k=1

VM > 0, limP(&<M)—O.

n—oo n
. Sy
De plus, P lim — = 400 = 1.
n—oo 1
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